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Vorwort (zugleich eine Art Einfiihrung)

Die Entstehungsgeschichte dieses Buches ist dhnlich der des Buches “Induktive Statistik” in der glei-
chen Reihe. Der Formel- und Aufgabenteil ist auch hier aus einer fritheren Verdffentlichung hervor-
gegangen, wurde aber noch einmal iiberarbeitet. Ferner ist ein Teil “Klausuraufgaben” dem bisher im
Oldenbourg Verlag erschienenen Buch “Klausurtraining in Statistik”, 1.-4. Auflage entnommen wor-
den, einem Buch, das somit in dem vorliegenden Buch sowie in dem Buch “Induktive Statistik” auf-
gegangen ist. SchlieBlich enthélt dieses Buch als vierten Teil auch einige effektiv in letzter Zeit von
uns an der Universitdt-Gesamthochschule Essen gestellte Klausuraufgaben.

Die Erfahrung hat gezeigt, dass es fiir das Erlernen der Statistik von groBer Wichtigkeit ist, sich selb-
standig mit Kenntnis des Vorlesungsstoffs an das Lésen von Aufgaben zu machen. Dabei besteht auch
ein Unterschied zwischen Ubungsaufgaben, die sich jeweils auf einen Ausschnitt des (gerade gelernten)
Stoffes beziehen und auch oft den Charakter von (in der Vorlesung benutzten) Demonstrationsbei-
spielen haben einerseits und Klausuraufgaben andererseits.

Das Buch ist gedacht als Begleitlektiire zu Vorlesungen und Ubungen, wie sie iiblicherweise unter
dem Titel “Deskriptive Statistik” oder “Statistik I’ an den meisten Hochschulen fiir Wirtschaftswis-
senschaftler angeboten werden. Wenn entsprechende Veranstaltungen besucht werden, sollte das
Buch ausreichend sein zur Klausurvorbereitung. Dazu sind jedoch noch einige (etwas personliche)
Anmerkungen zum Was und Wie des Statistikstudiums angebracht.

Es wird nicht selten versucht, die Statistik als bloBe Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
darzustellen oder die Unterscheidung zwischen Deskription und Induktion aufzuldsen. Von dem, was
man unter “Deskriptive Statistik” verstehen kann, bleiben dann allenfalls Gegenstdnde, wie sie hier in
Kap. 3-5 sowie 7 und 8 (oder in Teilen dieser Kapitel) behandelt werden, iibrig und sie werden quasi
als Einfithrungen in bzw. Vorbemerkungen zu Darstellungen der entsprechenden Konzepte der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung betrachtet. Ein solches Verstidndnis von Statistik wird m. E. weder der Leis-
tungsfihigkeit der Statistik noch den Bediirfnissen der Nutzer von Statistik(en) in der Praxis (insbe-
sondere auch der Wirtschaftspraxis) gerecht. Es mag auch mitverantwortlich sein fiir den Eindruck
mancher Studenten, aber auch mancher Professoren der Wirtschaftswissenschaft, die Statistik sei eine
mathematische Hexerei, die sich immer mehr in den Elfenbeinturm zuriickzieht, und sie sei deswegen



eigentlich entbehrlich bzw. man konne sie sich ohne Mitwirkung von Statistikern von Fall zu Fall
selbst aneignen. Nach unserem Verstindnis ist aber Statistik nicht nur ein Teil der Mathematik und sie
bietet viele Methoden zur Erkenntnisgewinnung aufgrund zahlenmiBiger Informationen, die nicht
notwendig immer auf Wahrscheinlichkeitsiiberlegungen beruhen. Gerade fiir Anwender aus der Wirt-
schaft sind “rein” beschreibende Methoden mindestens genau so wichtig wie stochastisch fundierte
Methoden, und man kann sie nicht richtig verstehen und interpretieren, wenn man sie nur als Rechen-
aufgaben auffafit. Man sollte also “Deskriptive Statistik” (und auch die hieran — was v.a. Kap. 10 und
12 zeigt — angrenzende “Wirtschaftsstatistik™) als selbstindige Gegenstiande betrachten, die es wert
sind, sich mit ihnen zu beschéftigen.

Mehr Daten, mehr Rechenfahigkeiten und auch mehr Zwang, etwas empirisch “belegen” zu wollen,
fiihrt nicht nur zu mehr Anwendung der Statistik, sondern auch zu mehr Fehlanwendung. Dabei kann
mit der Art, wie man Statistik lernt, schon der Grundstein fiir Fehlanwendung gelegt werden. Statistik
kann man weder durch bloBes Horen von Vorlesungen (oder gar Auswendiglernen von Begriffen)
lernen, noch durch (Nach-) Rechnen von Aufgaben, die einem vorgerechnet werden. Man kann nicht
mit ihr umgehen, wenn man nur im Abstrakten bleibt oder nur lernt, Zahlen in Formeln einzusetzen.
Sowohl Vorlesungen (wofiir der Formelteil quasi ein Notizgeriist liefert) als auch Ubungen (also Auf-
gaben) sind notwendig und der Reiz (aber leider auch die Schwierigkeit fiir viele) besteht darin, beides
zu verbinden, Methoden und ihre (Rechen-) Ergebnisse. Die Fihigkeit, Methoden und Anwendungen
zu verbinden, eine Anwendbarkeit zu erkennen und ein Ergebnis zu interpretieren, verlangt Kenntnisse
und Ubung, Verstehen und auch Phantasie. So etwas zu erlernen kann einem niemand abnehmen; man
kann nur versuchen, es zu erleichtern.

Welche Art von Ubungsaufgabe man als hilfreich empfindet, um fiir Statistik motiviert zu werden oder
vielleicht auch die angesprochenen Fihigkeiten zu erwerben, ist sicher zum groBen Teil Geschmacks-
sache. Fiir viele sind dafiir tatsdchliche Anwendungen mit groen und evtl. auch unhandlichen Daten-
sdtzen aus Betrieben besonders motivierend. Wir glauben jedoch, dass es ein Schritt weiter ist, ange-
regt zu werden, sich selbst “Aufgaben” auszudenken. Wer Anwendungen anderer studiert, wird daraus
viel lernen, wer aber Spaf} daran findet, auch eigene Anwendungen zu konstruieren, kdnnte einen
Schritt mehr Souverénitit (und damit auch Motivation) gewinnen. Auf ldngere Sicht wird man nur das
wirklich kénnen, was einem auch Freude macht. Solche Uberlegungen stecken auch hinter der Art der
Aufgaben, die hier zusammengestellt sind.

Im Unterschied zum Buch “Induktive Statistik” kann hier auch auf einen Begleittext verwiesen werden,
der die mit der Formelsammlung prisentierten Stichworte durch Erlduterungen verbindet:

P. v.d. Lippe: Deskriptive Statistik, Reihe UTB
(Uni-Taschenbiicher) Bd. 1632, Stuttgart, Jena, 1993.

Die Nummerierung von Formeln und Definitionen im vorliegenden Buch nimmt darauf Bezug.

Bei der Vorbereitung des vorliegenden Buches wurde ich erneut von Herrn Dipl. Volkswirt Andreas
Kladroba sehr tatkréftig unterstiitzt. Nach Einstellung von Herrn Dipl. Volkswirt Michael Westermann
konnte die nicht unerhebliche Arbeit an der Uberarbeitung und Neugestaltung der Texte auch etwas
geteilt werden. Beide Mitarbeiter, Herr Kladroba und Herr Westermann, haben nicht nur mit viel En-
gagement die Veroffentlichung vorbereitet, sondern auch inhaltlich viel beigetragen aufgrund ihrer
groBen Erfahrungen mit Ubungen und Tutorien sowie Klausuren. Ich danken ihnen sehr herzlich dafiir.
Ich danke auch Frau stud. rer. pol. Karla Behal und Frau stud. rer. pol. Alexandra Werner fiir die Ar-
beiten am PC, die sich wieder, wie beim Buch “Induktive Statistik” als aufwendiger und schwieriger
herausstellten als wir zunichst dachten.

Essen, den 11.02.99



Kapitel 1: Gegenstand und Grundbegriffe
der Statistik

Statistik ist die Lehre von Methoden zur Gewinnung, Charakterisierung und Beurteilung von
zahlenméaBigen Informationen iiber die Wirklichkeit (Empirie).

Ubersicht 1.1 _Aufbau des Faches Statistik

Statistik
[ | |
Statistische Methoden Wirtschaftsstatistik
| oder allgemeiner:
' ' angewandte Statistik
Deskriptive Induktive 8
Statistik Statistik

Def. 1.1: Einheit, Masse

a) Statistische Einheiten (Elemente, Merkmalstriger) sind Tridger von Informationen, bzw.
Eigenschaften, die im Rahmen einer empirischen Untersuchung von Interesse sind.

b) Eine statistische Masse (Kollektiv, Population) ist eine hinsichtlich sachlicher, rdumlicher
und zeitlicher Kriterien sinnvoll gebildete Gesamtheit von statistischen Einheiten.

¢) Unter dem Umfang einer Masse versteht man die Anzahl ihrer Einheiten (Elemente).

Def. 1.2: Merkmal

Ein Merkmal ist eine Eigenschaft einer statistischen Einheit, die bei einer statistischen Unter-
suchung interessiert. Es hat endlich und unendlich viele Merkmalsausprigungen (mogliche
Realisationen, Modalititen). Ein Merkmal ist somit eine Menge von Merkmalsausprigungen.
Ein Merkmalswert ist eine an einer statistischen Einheit ermittelte Merkmalsauspriagung.

Def. 1.3: diskret und stetig

Eine metrisch skalierte Variable X mit den Auspriagungen Xxj, X,...,Xn heilit diskret, wenn X
nur endlich viele oder abzihlbar unendlich viele reelle Werte Xx; annehmen kann, und in jedem
endlichen Intervall a < x < b der reellen Zahlengeraden nur endlich viele Werte liegen konnen.
Gilt entsprechend “‘iiberabzihlbar unendlich viele Werte", so liegt eine stetige (kontinuierliche)
Variable vor.



Def. 1.4: Messung

Unter einer Messung versteht man die Abbildung eines empirischen Relativs in ein numeri-
sches Relativ, d.h. die Zuordnung von Zahlen zu Merkmalsausprigungen, so dass die fiir die
Merkmalsausprigungen der empirischen Objekte geltenden Relationen auch fiir die hierfiir
verwendeten Zahlen gelten.

Skala definiert ist zu- |zuldssige Trans- | anschauliches

(Name, Typ) |sitzlich formationen Beispiel Mittelwert
Nominal- Aquivalenz- ein-eindeutige Postleitzahlen Modus
skala relation (=, #) Transformation | Steuerklasse

Ordinal- Ordnung- streng monoton | Windstirke Median
skala relation (>, <) steigend (Beaufort)

Intervall- Mabeinheit und | linear Temperatur in X
Skala Nullpunkt* yy=a+ bxy Grad Celsius

Ratio- bzw. natiirl. Nullpunkt |proportional Temperatur in X
Verhiltnis- (MaBeinheit noch |y, = bx, Kelvin, Korper- %
skala wilkiirlich) (a=0)** grofe "
Absolut- auch natiirliche | identisch Haufigkeit

skala MafBeinheit ywv=Xy (b=1)

* beides (Nullpunkt und MaBleinheit) noch willkiirlich.

*#%  d.h. der Nullpunkt ist nicht mehr willkiirlich (er kann nicht durch a # 0 verschoben wer-
den), wohl aber die Mafleinheit (weshalb b # 1 sein kann). Man kann sinnvoll Verhilt-
nisse x1/x, (Proportionen, engl. "ratios") bilden (denn y,/y, = X/X3).

Kapitel 2: Daten, MaBzahlen und Axiomatik

Def. 2.1: Daten, Datensatz

Statistische Daten sind der Ausgangspunkt weitergehender statistischer Auswertungen. Es
sind Zahlenangaben iiber Merkmalsausprigungen, die an Einheiten beobachtet bzw. “ge-
messen” worden sind. Alle sachlich zusammengehorigen und einer statistischen Auswertung
zugrunde zu legenden Daten bilden einen Datensatz.

Ubersicht 2.2: Methoden der Datengewinnung

Arten von Teilerhebungen
[

I I
Zufallsauswahl (Stichprobe) Nichtzufillige Auswahl

| |
[ |
unelngeschrankte in Komblnatlon mlt Willkurllche Auswahl (=aufs Geratewohl)
Zufallsauswahl bewuBter Auswahl * QUOtenaUS\fvahl ** .
(einstufig) (mehrstufig) Konzentrationsprinzip

bewusste (typische) Auswahl)




Technik der Erhebung (bei Primirerhebungen)
[

I I
Befragung Beobachtung

| und Experiment

Fragebogen (schriftlich) Interview (miindlich)

*  Geschichtete Stichprobe, Klumpenauswahl (z.B. area sample) usw.
**  “Reprisentativer Bevolkerungsquerschnitt” (iibliches Verfahren der Markt-, Meinungs- und Um-
frageforschung)

Def. 2.2: MaBzahl

a) Eine Funktion f, die den reellen Beobachtungswerten x;, Xa,..., X; des Merkmals (der Va-
riablen) X eine reelle Zahl M zuordnet,

2.1 f:R" >R, M = f(x1, X2,...,Xpn)
heifit (ungewogene) MaBzahl (Kennzahl), sofern sie bestimmten Axiomen geniigt.

b) Entsprechend ist eine gewogene Mal3zahl eine Funktion g, die den reellen Beobachtungs-
werten Xj, Xp,..., Xp des Merkmals X und den dazu korrespondierenden Gewichten g,
2,...,gm eine reelle Zahl G zuordnet,

2.2) gR™ SR, G=gl(x1,20),(X022)sm e (Xms&im)]

Ubersicht 2.3: Arten von Maf3zahlen

Malzahlen
|
I I
“Querschnitt”’keine Zeitreihe weitgehend “Lingsschnitt” ¥ Zeitreihen
! [ | |
zur Beschreibung von Verhiltniszahlen | [andere MalB-
'Wachstumsraten zahlen (Be-
| und Indizes standsanaly-
eindimensionalen zwei- und mehrdimen- Kap. 9,10 se”, Zeitrei-
Hiufigkeitsvertei- sionalen Hiufigkeitsver- henanalyse)
lungen Kap. 3-6 © teilungen Kap. 7,8 Kap. 11,12

a) Viele, aber nicht alle Methoden sind auf Zeitreihen (nicht verwechseln mit “Léangsschnittsdaten”) bezogen.
Bestimmte Verhiltniszahlen, wie Gliederungs- und Beziehungszahlen beziehen sich auf Querschnittsdaten.

b) Kennzahlen der Bestandsanalyse wie z.B. Durchschnittsbestand, Umschlagshdufigkeit, mittlere Verweildau-
er dienen der Beschreibung von Abliufen, die zu Bestandsidnderungen fiihren.

c) Die Berechnung vieler der in den Kap. 3 bis 6 dargestellten MaBzahlen ist nicht auf eindimensionale H&u-
figkeitsverteilungen beschridnkt. Sie werden auch auf andere Arten von Daten angewandt, z.B. zeitliche Mit-
telwerte.




Axiome
Axiome sind formale Kriterien, die eine Klasse von Mafzahlen insgesamt erfiillt, wodurch
sich diese Klasse auch von einer anderen Klasse von Malzahlen unterscheidet.

Normierung von Maf3zahlen

Wenn eine Maf3zahl M den minimalen Wert M, und den maximalen Wert M, annimmt, so
kann man leicht aus M durch eine Lineartransformation eine auf einen bestimmten Wertebe-
reich normierte Maf3zahl M* erhalten. So erhilt man z.B. - wie leicht zu beweisen ist - eine
Mafzahl M*, die zwischen MZ als kleinstem und MZ als groBtem Wert schwankt, mit der

folgenden Lineartransformation:

(2.3) M =M, +(M—Mu)u
M() _MLI
(2.3a) M’ = % (2.3b) M :M—l
MO _MLI M() _MLI

(2.3a) Normierung von M’ auf den Wertebereich 0<M <1
(2.3b) Normierung von M’ auf den Wertebereich -1 < M" < +1

Kapitel 3: Eindimensionale Haufigkeitsverteilungen

Def. 3.1: Hiufigkeiten

Seien Xy, X2 ,..., Xm (gruppierte Daten) die m realisierbaren Ausprigungen eines diskreten
Merkmals X, dann heif3t die Anzahl der Beobachtungseinheiten mit der i-ten Auspragung,

(3.1) n;j=n(xy) absolute Hiufigkeit (i1=1,2,...,m)
und mitn = z n, (Gesamthiufigkeit, Umfang der Beobachtungsgesamtheit) der Quotient

(3.2) hi= h&x) = ni/n relative Haufigkeit
der i-ten Ausprdgung des Merkmals X. Es gilt 0 <h; < 1 und (wegenn = Zni ) Z:hi =1.

Def. 3.2: Hiufigkeitsverteilung

Das m-Tupel [(xi, nj), (X2, M), ..., (Xm, Nym)] heilt absolute Haufigkeitsverteilung und
entsprechend ist [(Xi, hy), (X2, hy), ..., (Xm,hm)] die (relative) Haufigkeitsverteilung eines
Merkmals X. Eine Hiufigkeitsverteilung ist also eine Zuordnung von Héufigkeiten (h; oder n;)
zu Merkmalsausprigungen x;. Graphische Darstellung durch ein Histogramm (Balken-,
Block-, Stabdiagramm).



Ubersicht 3.1:

Daten iiber ein Merkmal konnen vorliegen in Form

unklassierter Daten klassierter Daten
Einzelbeobachtungen x,  gruppierte Daten x; Klassen” als halboffene
(v=,1,..n) mit den absoluten Hiufigkei- [ntervalle (X'k—1 , Xk]

ten n; oder den relativen

Hiufigkeiten h; (i = 1,...,n) absolute Hiufigkeiten ny_relative

Hiufigkeiten hy (k= 1,...,p)

% In spiteren Abschnitten (insbes. im Kap. 8 und 10) wird gelegentlich auch x; anstelle von x,
verwendet.

® Es sei verabredet dass x, die Obergrenze der k-ten Klasse (d.h. der k-ten der p aneinander

grenzenden GroBenklassen) ist, so dass x, , die Obergrenze der (k-1)-ten Klasse und
damit die Untergrenze der k-ten Klasse ist.

Def. 3.3: Summenhiufigkeit, Verteilungsfunktion

Die Summe N; der absoluten Hiufigkeiten n; (j = 1,2, ... ,i) aller Merkmalsausprigung X; eines
mindestens ordinalskalierten Merkmals, die kleiner oder gleich x; sind

(3.3) Nij=N(xp)=nX<x)= ZHJ
j=1
heifit absolute kumulierte Haufigkeit (absolute Summenhiufigkeit). Entsprechend heif3t

(34) Hi = H(Xi) = h(X < Xi) = lth = Ni/Il

relative kumulierte Haufigkeit (relative Summenhéaufigkeit).
Die Funktion

0 fir X <X,
(3.5) Hx)=<H; fir x;<x<xy,
1 fiir XX,

der reellen Variable X heit (empirische) Verteilungsfunktion oder (relative) Summenhéaufig-
keitskurve des diskreten Merkmals X.

Def. 3.4: Resthaufigkeit

Die Summe N; der absoluten Haufigkeiten n; (j = i+1, i+2, ..., m) aller Merkmalsaus-



pragungen, die grofer als x; sind, N, = N~ (x;) =n(x >x;) = Zn j=n- N;

=i+l
heiflt absolute Resthdufigkeit. Entsprechend: H; =1-H, (relative) Resthédufigkeit und
H (x) =1-H(x) relative Resthaufigkeitsfunktion.

Def. 3.5: Klassierung

a) In einer klassierten Verteilung wird die Variable X in p Intervalle (Klassen) (X'k_l,x'k]

eingeteilt (linksseitig offene Intervalle) mit k = 1,2,...p wobei x'k die Obergrenze der
k-ten GroBenklasse ist.

b) Die Differenz b, =x, —x,_, heiBt Klassenbreite und die GroBe m, =%(X'k_1 +X'k)

heillt Klassenmitte der k-ten Klasse.

c) Die Anzahl ny der Einheiten, die in die k-te Klasse "fallen" ny = n(x, , <x <x, ) ist die
absolute Klassenhdufigkeit und der Anteil hy = ny/n heil3t relative Klassenhédufigkeit.

d) Der Quotient hz = hy/by (Haufigkeit je Klassenbreite) ist die Hdufigkeitsdichte oder
einfach die Dichte.

Graphische Darstellung von Hiufigkeitsverteilungen und Summenhiufigkeiten

Ubersicht 3.2: Graphiken

nichtkumulierte (n,h) Graphische Darstellung von Haufigkeiten
I

unklassierter Daten klassierter Daten

| immer quantitativ
I I

qualitativ® quantitativ” |
Kreis- und Stabdiagramm Histogramm® (Prinzip der
Rechteckdia- Histogramm Fliachentreue) oder

gramm ‘ Hiufigkeitspolygon®
I

kumulierte (N,H)®

Verteilungsfunktion Verteilungsfunktion
(Treppenfunktion) und Ogive (Polygon)

a) kategorial, nominalskaliert;

b) in diesem Fall Stdbe, Sdulen oder (nicht notwendig aneinander angrenzende) Blocke gleicher Breite;

c) bei gleichen Breiten (dquidistante Klassen) ist die Hohe und bei ungleichen Breiten die Fliache der aneinander
angrenzenden Blocke proportional zur absoluten oder relativen Haufigkeit;

d) lineare Verbindung der Blockmitten (auch Kurvendiagramm genannt);

e) kumulierte Haufigkeiten (Summenhdufigkeiten) gem. Def. 3.3 (bei Resthidufigkeiten [Def. 3.4] erhilt man
jeweils fallende Treppenkurven).
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Kapitel 4: Mittelwerte und andere Lagemable
Def. 4.1: Mittelwertaxiome

Mittelwerte M sind VerteilungsmalBzahlen, die unter Beriicksichtigung des Skalenniveaus die
folgenden Axiome M1 bis M5 erfiillen:

M1 |Einschrankung: Es gilt bei der GroBe nach geordneten Einzelwerten
X(1) £ M < X bzw. bei Merkmalsausprigungen x; <M < Xy,

M2 Ergdnzung: Tritt zu den n Beobachtungswerten xi, Xj,...,X, mit dem Mittelwert
M(Xxy,...,Xn) = M, ein weiterer Wert X, hinzu, so soll fiir den "neuen" Mittelwert
M(X1,...,Xn+1) = Mp41 gelten:

wenn Xp41 <M, dann M,,; <M,

wenn Xp41 = M, dann M,,; = M,

M3 | Transformation: Fiir den Mittelwert M* der transformierten Beobachtungswerte
x,=f(x,) soll gelten: M* = f(M) . Dabei ist f eine auf dem Skalenniveau des
Merkmals X zuldssige Transformation.

M4 | Monotonie: Bei den Merkmalen X und Y mit den Beobachtungsvektoren
(Vektoren der Beobachtungswerte) x und y soll die Mittelwertfunktion monoton
zunehmen in Bezug auf die Beobachtungswerte bzw. Merkmalsausprigungen.
Fiir x > y gilt M(x) = M(y).

MS | Unabhdngigkeit von den absoluten Hdiufigkeiten: Fiir ein reelles k und mit den
Vektoren x der Merkmalsauspriagungen und n der absoluten Haufigkeiten gilt
M(x, n) = M(x, k-n) (d.h. eine Ver-k-fachung der absoluten Hiufigkeiten ver-
dndert den Mittelwert nicht).

Def. 4.2: Arithmetisches Mittel

4.4) X = 1 Z X, Berechnung aus Einzelbeobachtungen,
n v=l
ungewogenes arithmetisches Mittel
oder
4.5) X = lz X;n; = z X; h, Berechnung aus Merkmalsauspriagungen
N i=l

gewogenes arithmetisches Mittel

Satz 4.1: Schwerpunkteigenschaft des arithmetischen Mittels
> (x,-%)=0 bzw. » (x;—X)h, =0.
v=I i=1

Satz 4.2: Minimumeigenschaft

Die Funktion Q(M) = z (x, - M)2 besitzt ein Minimum an der Stelle M = X, d.h. fiir alle

v

M=X ist Y (x, -M)" >> (x,-%)7.
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Satz 4.3: Lineartransformation des arithmetischen Mittels

Das arithmetische Mittel erfiillt das Mittelwertaxiom M3 fiir lineare Transformationen.
Aus x,=a+b-x, folgt

(4.6) X "=a+b-X (a, breelle Zahlen).

Arithmetisches Mittel bei klassierten Daten

Sofern die Klassenmittelwerte X, (k = 1,2,...,p) bekannt sind, berechnet man den Gesamt-
mittelwert X gem. GI. 4.9:

(4.9) X=YX.h,

P
k=

—_

Andernfalls verwendet man die Klassenmitten my und erhélt den geschdtzten Gesamtmittel-
wert m (als Schitzung von X ) mit:

P
(4100 m=) mih,
k=1

Im Allgemeinen wird m von X verschieden sein. Die Nidherung wird umso besser sein, je
mehr sich die Beobachtungswerte (symmetrisch) um die Klassenmitten my verteilen.

Def. 4.3: Geometrisches Mittel
Die Mafzahl

n A
“4.11) Xg = (H X, j (bei Einzelbeobachtungen, "ungewogen"),
v=1

(das Produktzeichen IT bedeutet IIx, = X;X»...X,), bzw.

m h;
(4.12) Xg = (HXJ (gruppierte Daten, "gewogen")
i=1

heifit geometrisches Mittel (der positiven Merkmalswerte x > 0). Hieraus folgt unmittelbar

4.13)  log XG:%ilog X,
v=1

und entsprechend bei gruppierten Daten, so dass der Logarithmus des geometrischen Mittels
gleich ist dem arithmetischen Mittel der logarithmierten Merkmalswerte. Das geometrische
Mittel wird deshalb auch logarithmisches Mittel genannt.

Def. 4.4: harmonisches Mittel
Die Mal3zahl

4.14) Xy = (bei der Berechnung aus Einzelbeobachtungen)

2%,
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(4.15) X

(bei gruppierten Daten, [Haufigkeitsverteilung])

_ n _ n
e Zni/xi - Zhi/xi

heiflt harmonisches Mittel (x # 0).
Es gilt: Der reziproke Wert von X,; ist das arithmetische Mittel der reziproken Werte (also

der Werte 1/xy).
Def. 4.5: quadratisches- und antiharmonisches Mittel

a)  Das quadratische Mittel wird aus Einzelwerten ("ungewogen") mit

@.18) X, =+‘/12x3
n

bzw. bei gruppierten Daten (Merkmalsauspriagungen, "gewogen") mit

(4.19) X, =+/D.x/h; berechnet.

b)  Die Maf3zahl
(420) X, =%X3/X

heiflt antiharmonisches Mittel.

Def. 4.6: Potenzmittel

= =

1
e 1 T r r 1 N T ;
(4.21) Xp, =|—(x] +x5+.4x)) | =] =D x! (ungewogene Berechnung), bzw.
n n v=1

m 4
(4.22) Xp, =(xfhl +x5h, +...+x h )% :(Zthij (gewogene Berechnung)

v=1

Spezialfille: r=-1 harmonisches Mittel
r—0 geometrisches Mittel
r=1 arithmetisches Mittel
r=2 quadratisches Mittel

Ungleichung von Cauchy

(4.23) Xy £Xg £X <X,

Def. 4.7: Median

Das Merkmal X sei mindestens ordinalskaliert. Dann ist der Zentralwert (Median) Z=X

a)  bei Einzelbeobachtungen die Mallzahl

- X (@t1)/2) ,fallsnungerade
(4.24) Z=X,5=
° WXy + Xwam ] -fallsngerade.

Der Median ist der Wert, der in einer der Grofle nach geordneten Reihe x(j) < x2) < ...
) ) 1 ) ) )
X@m in der Mitte, d.h. an der E(n +1) - ten Stelle steht (bzw. die Interpolation zwi-

schen dem n/2-ten Wert und dem darauf folgenden Wert an der Stelle n/2 + 1).

b)  bei gruppierten Werten (H&ufigkeitsverteilung, Merkmalsausprigungen) gilt entspre-
chend fiir den Median
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X, JfallsH., <0,5undH, >0,5

(4.25) Z=%, =
ST\ 4Ix, +x,,] L fallsH, =0,5.

c)  bei klassierten Daten wird der Median aus der Summenhaufigkeitskurve bestimmt (zur
Interpolation vgl. Gl. 4.26.

Interpolation des Medians

(4.26) Xos =X'1 +bk(0’5_Hk—1 )/hk

Dabei gilt: k = Medianklasse
bx = Breite der Medianklasse
X, , = Obergrenze der k-1-ten Klasse (= Untergrenze der k-ten Klasse)

Def. 4.8: Quantil

Das Merkmal X sei mindestens ordinalskaliert. [c] bedeutet "ganze Zahl, die kleiner oder
gleich c ist" (GauBklammer). Dann heif3t die MaB3zahl

(4.27) 3 = X (i1 , wenn np nicht ganzzahligist
P | /AKXy + Xpuy) > Wenn np ganzzahlig ist
p-Quantil O<p<1).

Quantile bei klassierten Daten
(4.26a) X, =X\, +b, (p-H 1 )/ h, fiir das interpolierte p-Quantil.

"Mittelpunkt'' des Streubereichs (midrange)
428) Xy =K + X )

Def. 4.9: Modus

Existiert bei einer diskreten Variable (einem diskreten Merkmal) X mit den Merkmalsauspri-
gungen X; genau ein Merkmalswert x;- dergestalt, dass

4.29) h(x = xj+) = max h(x;),

so ist dieser Wert der Modus D=X_ , (oder der Modalwert, der dichteste oder hdufigste

Wert), also D = Xx;=.
Der Modus ist derjenige Merkmalswert, der in einer Haufigkeitsverteilung am hiufigsten
(absolute oder relative Haufigkeit) vorkommt.
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Kapitel 5: Streuung, Schiefe, Wolbung

Konstruktionsprinzipien fiir Streuungsmafie

1. Mittelwert aus Abstinden (Abweichungen) der einzelnen Beobachtungen von einem
Lageparameter (vgl. Ubersicht 5.1)

2. Abstand zweier Ordnungsstatistiken untereinander (z.B. Spannweite)

3. Mittlerer Abstand der Merkmalswerte untereinander (z.B. Ginis Mal})

Ubersicht 5.1: Einige Streuungsmafe nach dem Konstruktionsprinzip Nr. 1
Abweichung vom Mittel der Abweichung (absolutes) Streuungsmal
arithmet. Mittel Quadratisches Mittel Standardabweichung
arithmet. Mittel*) Arithmetisches Mittel Varianz
Median**) Arithmetisches Mittel durchschn. Abweichung
Median**) Median Medianabweichung
*) quadrierte Abweichungen vom arithmetischen Mittel
**) absolute Abweichungen vom Median (Zentralwert)

Axiomatik absoluter Streuungsmafie

Absolute StreuungsmaBle (S) sind Verteilungsmallzahlen, die unter Beriicksichtigung des
Skalenniveaus die Axiome S1 bis S4 erfiillen.

S1

Ein absolutes Streuungsmal} S soll den Wert Null annehmen, falls x; = x; =...= x, = X gilt,
d.h. wenn alle Merkmalswerte identisch sind.

S2

Sofern mindestens zwei Merkmalswerte x; und x; voneinander verschieden sind, ist S > 0
(i, = 1,2,...,n).

S3

Ersetzt man den Beobachtungswert xx aus der Folge der Beobachtungen x, (v = 1,2,...,n)
durch den neuen Wert x,, so dass die Summe der absoluten Abweichungen von x;, von allen
ibrigen Werten grofer ist als die Summe der absoluten Abweichungen von xx von allen {ib-
rigen Werten, so soll das Streuungsmal} S nicht abnehmen.

S4

Invarianz gegeniiber Verschiebungen des Nullpunkts (Translationen) aber nicht gegeniiber
Malstabsidnderungen: Falls S die MaBeinheit der Merkmalswerte x,x»,...,X, hat, dann soll
fiir die Streuung Sy der mit y, = a+bx, transformierten Variablen X gelten: Sy = IblSx, wobei
Ibl > 0. Fiir ein absolutes Streuungsmal} mit der quadrierten MaBleinheit der Merkmalswerte

soll dann gelten Sy = bZSX.

Def. 5.1: Relative Streuung

Die MaB3e der relativen Streuung (S;) sind definiert als Quotienten eines absoluten Streuungs-

mafes S und eines Mittelwertes M (wenn M # 0), S; = S/M sofern S die Malleinheit der
Merkmalswerte hat.
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Def. 5.2: Varianz und Standardabweichung

a) Die Varianz s eines mindestens intervallskalierten Merkmals X ist, wenn sie aus den ein-
zelnen Merkmalswerten Xx1,X»,...,X, berechnet wird (ungewogener Ansatz), gegeben durch

2 _l N =2
(5.2) S —nVZ:l:(xv X)

und wenn sie aus einer Haufigkeitsverteilung (nicht aber bei klassierter Verteilung), d.h.
aus den Merkmalsauspriagungen xi, X»,...,X, berechnet wird (gewogener Ansatz), gilt

(53) ¢’ :lZ(xi -X)’n, =) (x,—-%)’h,.
n g v=1

b) Die positive Quadratwurzel aus der Varianz heilit Standardabweichung s

(54) s=+vs* .

Varianz des lineartransformierten Merkmals X

Mit y, = a + bx, fiir alle v und b # 0 ist die Varianz si des zum Merkmal (zur Variablen) Y

transformierten Merkmals X durch

55 :li“(yV -y)? =lZ[a+bxv —(a+bx)’ =b’s>
n < n

v=l

und die Standardabweichung s, durch s =Ibls  gegeben. Mithin ist das Axiom S4 erfiillt.

Verschiebungssatz

(5.5) s? = 1 > xi-x’ (bei Einzelbeobachtungen) bzw.
n v=l

(5.6) = le in—x’=) x/h, %X’ (bei einer Hiufigkeitsverteilung)
noig i=1

Steinerscher Verschiebungssatz
(5.7) s’ =lZ(xi—c)2—(i—c)2
n'ig

Hierbei ist c eine beliebige reelle Zahl. Der erste Summand auf der rechten Seite von Gl. 5.7
ist die um ¢ berechnete Varianz, die man mit s> bezeichnen kann. Zwischen s> (oder s?)

und s’ besteht nach Gl. 5.7 die folgende Beziehung:
(5.7a) s2 =5 —(x—c)’
Mit ¢ = 0 erhélt man GI. 5.5 und 5.6 als Spezialfall.



16

Streuungszerlegung
(5.8) s’=s2 +s2, .

ext

Die externe und die interne Varianz sind jeweils gewogene Mittelwerte. Und zwar ist die ex-
terne Varianz,

(5.9) seq =2 h (X, =X)> mith, =n,/n
k=1

ein gewogenes Mittel der quadrierten Abstinde zwischen den r Mittelwerten der Teilgesamt-
heiten (xx; das miissen nicht Mittelwerte von Klassen, also von Teilgesamtheiten im Sinne
einer klassierten Verteilung sein) und dem Gesamtmittelwert x. Die interne Varianz ist dem-

gegeniiber das gewogene Mittel der Varianz s; innerhalb der Teilgesamtheiten

(5.10) Soe =D hy —s}
k=1

mit den relativen Haufigkeiten hy als Gewichte.

Varianz bei klassierten Daten
(5.11) $*=> h, (X, =X)"+>_h,sp=s2, +s5,
k=1 k=1

wobei s; die Varianz innerhalb der k-ten Klasse ist. Gl. 5.11 ist also ein Spezialfall von Gl.
5.8-5.10 (Teilgesamtheiten als aufeinanderfolgende Grofenklassen). Bei unbekannten Klas-
senmittelwerten gilt als Ndherung fiir sZ,:

5.11a)  si =Y (m —m)’h,

(mit m [my] als wahren oder geschitzten Gesamtmittelwert [ Klassenmittelwert])

Sheppard-Korrektur

Sie geht davon aus, dass die Varianz durch 52m hiufig systematisch tiberschitzt wird. Deshalb ist eine

bessere Approximation fiir s> gegeben, wenn man SK = b%12 (SK = Sheppard-Korrektur) von 52m
subtrahiert.

Def. 5.3: Durchschnittliche und Medianabweichung

a) Mit a;, ap,...,a, seien die absoluten Abweichungen der Merkmalswerte Xi,X»,...,X, eines
mindestens intervallskalierten Merkmals X vom Median X,; bezeichnet

(5.23) a,=Ix,—%,; v=1,2,...,n

und a;, a,...,am seien die entsprechenden absoluten Abweichungen der Merkmalsauspri-
gungen X, X2,..., Xm

(5.24)  a,=Ix,—%,;| i=1,2,...,m.

Dann ist das arithmetische Mittel der absoluten Abweichungen vom Median
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(5.25) d, = lZav bei Einzelwerten
n v=I

(526) d,=>ah, bei Hiufigkeitsverteilungen
i=1

die durchschnittliche Abweichung (vom Median). iiblich ist auch die Bezeichnung mittlere
oder mittlere absolute Abweichung (mean absolute deviation) .

b) Der Median (Zentralwert) der n absoluten Abweichungen a, heiit Medianabweichung my. Bei
Einzelwerten ist my der (n+1)/2 - te Wert, bzw. der Mittelwert aus dem n/2 - ten und dem folgenden
Wert in einer der Groe nach geordneten Folge der absoluten Abweichungen a,:

(527) m, ={

a(n41)2 ,falls n ungeradeist

}/z[a(n/z) +a(n,2+1)] ,falls n geradeist.

c¢) Ein selteneres, in erster Linie in der Technik angewandtes Streuungsmalf ist an.x, die ma-
ximale absolute Abweichung a,. Da das Maximum ein Grenzfall des Potenzmittels ist, kann
man auch die maximale Abweichung als Streuungsmalf} nach dem Konstruktionsprinzip Nr.
1 auffassen.

Verschiedentlich wird auch anstelle von dy die weniger iibliche mittlere absolute Abweichung
um X verwendet, die wir di nennen wollen:

1 ZI x,—X| beiEinzelwerten
(5.28) d, =40
ZI x,—X|h, bei Haufigkeitsverteilungen

i=1
Aus der Minimumeigenschaft von X, folgt d <d,.

Def. 5.4: Spannweite, Quartilsabstand, Quantilsabstinde

a) Die Differenz zwischen dem (der) grofiten und kleinsten Beobachtungswert (Merkmals-
auspriagung) heiit Spannweite R (range, Wertebereich, Variationsbreite). Sie ist bei Ein-
zelwerten durch

(531) R:X(n)—X(l)

und bei Hiufigkeitsverteilungen durch die Differenz zwischen kleinster und grofiter Merk-
malsauspriagung gegeben (die Berechnung von R ist jedoch vorwiegend bei Einzelwerten
tiblich).

b) Der Quartilsabstand Qs (Interquartilsabstand IQR) ist die Differenz zwischen dem drit-
ten und ersten Quartil (Gl. 5.32) und der mittlere Quartilsabstand Q»s (Semiquartil-
sabstand) ist durch Gl. 5.33 gegeben:

(5.32)  Qu5=0Q;-Q, und (5.33) 60,25 :}/2Q0,25 =) [(Q3 -Q, )+ (Qz -Q, )]

c) Der Quantilsabstand (Interquantilsabstand) Q, ist die Differenz zwischen dem
(1-p)-Quantil X, ; und dem p-Quantil X,

(534) Q,=%,_,—%, mit0<p<0.5.
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Analog zu GI. 5.33 heiflit dann die Mallzahl Q= }/2Qp mittlerer Quantilsabstand (Semi-
quantilsabstand).

GroBenbeziehung zwischen dy, s und R: dy < s <R.
Def. 5.5: Ginis Streuungsmaf

Fiir die Merkmalswerte Xx;,X»,...,X, eines metrisch skalierten Merkmals X ist Ginis Dispersi-
onsmalf} (auch mittlere Differenz genannt) gegeben durch

(539)  Sg=—2 Dlx, -x, |

(bei Einzelwerten v,w = 1,2,...,n) und bei einer Haufigkeitsverteilung durch

2
5.40 S, = Ix.-x,In, RIx,—x.In,.
( ) G n(n—l); i ] ij i j ij

Seltener ist das Maf}

(5.40a) S :izzz
n

XV—XW| v,w=1,...,n

Variationskoeffizient

(5.51) \Y% :é (Standardabweichung/arithmetisches Mittel)
X

Def. 5.8: Quartilsdispersionskoeffizient
Setzt man den mittleren Quartilsabstand 60,25 =)4(Q,—Q,) als MaB der absoluten Streuung

ins Verhiltnis zum Wert %(Q,+Q,), den man als eine Art Mittelwert interpretieren kann
(analog zu Gl. 4.28), so erhilt man QD, den Quartilsdispersionskoeffizient

(5.52) QD=(Q,-Q,)/(Q,+Q,).

Der Quartilsdispersionskoeffizient kann auch mit dem Median (X, ;=Q,) berechnet werden,
man erhilt dann

(5.52a)  QD'=(Q,-Q,)/Q,.

Auf der Basis des Medians lassen sich auch andere Maf3e der relativen Streuung konstruieren,
etwa

(5.52b) RD=d, /Q,=d, /X,
eine relativierte durchschnittliche Abweichung.

Def. 5.9: Momente

a) Mit der beliebigen reellen Konstanten a ist der folgende Ausdruck definiert als das k-te
Moment um a:
® bei Einzelwerten (ungewogene Berechnung)
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(5.53) m,, = ! > x, —a)t [k-tes Moment um a]
n v=I

¢ bei Hiufigkeitsverteilungen (gewogene Berechnung)

m

1 k k
(5.54) my, =HZ(xj—a) n, =Y (x,—a)"h,

=l

b) Spezialfille: Anfangsmomente (oder Momente um Null) und zentrale Momente sind Spe-
zialfille des Moments um a (Ubers. 5.2).

¢) Von geringerer Bedeutung sind absolute Momente: analog Gl. 5.53 ist das k-te absolute
Moment um a definiert als

(5.53a) m,,,=n">Ix, -al" [k-tes absolutes Moment um a].

Bei einer geraden Zahl sind die absoluten Momente gleich den "gewdhnlichen Momenten"
[= Momente im Sinne von a) bzw. b)]

d) Fiir mehrdimensionale Verteilungen sind Produktmomente definiert (vgl. Kap. 7).

Bei proll(jortionaler Transformation y, = bx, gilt fiir zentrale Momente und Anfangsmomente:
Zi(y) = b Zio) -

Def. 5.10: Achsensymmetrie

Die Hiufigkeitsverteilung des metrisch skalierten Merkmals X heifit symmetrisch beziiglich des Me-
dians X, falls fiir alle Werte einer reellen Konstante c gilt

(5.57) h(X 5 —c)=h(%, +c) ¢>0.

Dabei ist h(’)ZO’5 —C) die relative Haufigkeit der Merkmalsausprigung X, s—c und h(ioy5 +C) ist

entsprechend definiert. Eine Verteilung ist schief oder asymmetrisch, wenn Gl. 5.57 nicht gilt. Diese
Definition ist jedoch nicht generell brauchbar fiir die Konstruktion von Schiefemafien.

Fechnersche Lageregel

(5.59) linkssteil: X, , <X, <X rechtssteil: X <X, <X,

mod

(X e =Modus, X, ; =Median )

Def. 5.12: SchiefemaBe

a) Die von Bowley und Fisher eingefiihrte Momentschiefe (Momentkoeffizient der Schiefe)
lautet:

(5.60) SK, =—2 (z3ist das dritte zentrale Moment)
S

linkssteil: SK,, >0
rechtssteil: SK,, <0
symmetrisch: SK,, =0, daz,=0.
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b) Als Quantilskoeffizient der Schiefe wird bezeichnet:

(il—p _Qz)_(Qz _ip)

X, ,—X

(5.61) SK,,= p<):

p
wobei Q, =X, ;= Median; der bekannteste spezielle Koeffizient (p=},) ist der Quartils-
koeffizient der Schiefe (nach Yule und Bowley):

_(Q,-Q,)-(Q,-Q,) _Q,+Q,-2Q,
(Qs _Qz)+(Qz _Q1) Q3_Q1

c) Auf der Fechnerschen Lageregel beruhen die folgenden, von (Yule und Pearson) vorge-
schlagenen Schiefemalle (Pearsonsche Schiefemalie):

(5.62)  SK, ,mit —1<SK, <+1.

X—X

pod (X, =Modus)

mod

(5:63)  SK,=——

3(i_io,s )

(io,s :Median)
s

(5.64) SK,,=

Der zweite Koeffizient hat Vorteile, weil der Modus evtl. schwer zu bestimmen ist.

Def. 5.13: Symmetrisierende Potenztransformation

Die Variable X wird in die Variable Y nach Mallgabe einer Potenztransformation transfor-
miert, wenn gilt

(5.66) y,=(x, +c)’ firp=0 und y,=In(x, +c)’ fiir p=0.

Def. 5.14: WolbungsmabBe

a) Beim Wolbungsmall W,, wird das vierte zentrale Moment durch die quadrierte Varianz
(denn (sz)2 = s4) geteilt:

(5.67) Wy =25-3.
S

b) Weniger bekannt sind WélbungsmalBe auf der Basis von Quantilen, etwa ein Quantilskoef-
fizient W, der Wolbung:

il—p _ip

X, ,—X

(5.68) W,=1- ,mit 0<q<p<}.

q

e W, =0 beider Normalverteilung, bzw. einer Haufigkeitsverteilung die genauso ge-
wolbt ist wie die Normalverteilung (man sagt dann, sie sei mesokurtisch)

e W, >0 bei Haufigkeitsverteilungen, die vergleichsweise steiler als die Normalver-
teilung gewolbt sind (leptokurtisch = hochgewdlbt, spitz)

e W, <0 bei Hiufigkeitsverteilungen, die vergleichsweise flacher als die Normalver-

teilung gewolbt sind (platykurtisch = flachgewdlbt).
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Ubersicht 5.2: Momente

Moment um a
a ist eine beliebige reelle Konstante

o k

(5= m,,) ZLZ(XV ~a)  [k-tes Moment um a
n v=l

(ungewogene Berechnung, die gewogene Berechnung
erfolgt analog, vgl. Def. 5.9)

|
Spezialfiille
|

Anfangsmoment

a=0

k-tes Anfangsmoment
I
(5.54) i, =— ) 5t
n

(5.54a)  m,=) x'h,

Spezialfille:
m,=1

m, =X

zentrales Moment
a=Xx

k-tes zentrales Moment

(5.55) z, =12(xv —x)*
n

(5.55a)  z,=» (x;,—X)"h,

z,=0 (Schwerpunkteigenschaft!)

z,=s" (Varianz)

Zusammenhdinge zwischen Anfangs- und zentralen Momenten.:

z,=m,—m; (Verschiebungssatz fiir die Varianz) Analog folgt:
z,=m,—3m,;m, +2(m, )

z,=m,—4mm, +6(m1 )2 m, _3(m1 )4
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Kapitel 6: Konzentrations- und Disparititsmessung

Def. 6.1: Anteile, Merkmalsanteile

1. die Anzahl n (absolute Konzentration) der Merkmalstriager, bzw. die Anteile h; an der Ge-
samtheit der Merkmalstrédger (relative Konzentration, Disparitiit)

2. die Merkmalsanteile g, d.h. die Anteile an dem Merkmalsbetrag (Summe der Merkmals-
betrdge der zu verteilenden Grofe).

Ubersicht 6.1
Darstellung (absolute) Konzentration | (relative) Konzentration = Disparitit
a) graphisch Konzentrationskurve Lorenzkurve
b) Male
summarisch Rosenbluth-Index Gini-Koeffizient
Herfindahl-Index Variationskoeffizient
diskret concentration ratios Maximaler Nivellierungssatz

Def. 6.2: Disparitiits- und Gleichheitsmaf3

Ist D ein DisparitdtsmaB, so ist G=1-D ein Gleichheitsmaf}

Lorenzkurve und Gini-Koeffizient bei Einzelbeobachtungen

Def. 6.7: Lorenzkurve, Gini-Koeffizient bei Einzelbeobachtungen

a)Lorenzkurve

Wird der Merkmalsanteil des i-ten Merkmalstridgers bei einer Ordnung nach zunehmender
GroBe

(6.18) q =X/ D Xy =X/ D% i,j=12,...n

genannt, dann ist
(6.19) Q =>4,
j=1

der kumulierte Anteil der i kleinsten Merkmalstriger am Merkmalsbetrag.

Die lineare Verbindung der Punkte P,(H,,Q,) mit den kumulierten relativen Hiufigkeiten
H, im H-Q-Kordinatensystem heif3t Lorenzkurve.

Fir die H, giltim Fall von Einzelbeobachtungen: H,=i/n.
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b) Gini-Koeffizient

Die GroB3e

6200  De=32""lg 0<p,<i-4
i=1 n

heiBt Disparititskoeffizient von Gini (oder einfach Gini-Koeffizient). Zur entsprechenden
Formel bei gruppierten und klassierten Daten vgl. Gl. 6.28 und 6.29.

>

Zusammenhang von gj und h;: (6.21) % =

j X

Abb. 6.6: Lorenzkurve und extreme Fiille von Disparitdit

Q Q Q

1 1 1

Flache zwischen der Lorenzkurve und der Gleichverteilungsgeraden, F

(6.22) F‘:E:giég:lqr

i=1

Daraus folgt, dass der Gini-Koeffizient das Verhiltnis zwischen F und der Dreiecksflidche
unterhalb der Gleichverteilungsgeraden ist (diese Dreiecksfliche betrdgt Y ), so dass

D, =2F.

Steigung der Lorenzkurve

(Steigung der Lorenzkurve, vgl. Gl. 6.21. Danach ist
nicht nur die Lorenzkurve sondern auch die Steigung
der Lorenzkurve monoton steigend)

©23) g /h =20
I/n

X
X

Beziehung zwischen H und Q

H.>2Q, (H,;=Q, giltauBer bei egalitdrer Verteilung nur fiir i=0 und i=n), denn

>2—=Q, (Lorenzkurve ist monoton steigend)
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wobei X, der mittlere Merkmalsbetrag der ersten i Merkmalstridger ist, der wegen der Rei-

henfolge der Merkmalstriger notwendig stets kleiner ist als der Mittelwert X, der sich auf
alle n Merkmalstriger bezieht.

Gini-Koeffizient bei einer linearen Transformation

Eine Lineartransformation der Merkmalswerte mit y, =a+bx, wirkt auf die Merkmalsanteile wie
folgt

q; =a/ny+b(x/¥)q;.,
so dass man fiir das Disparitdtsmall von Gini (vgl. Gl. 6.20) erhilt
(6.26) D, =b(X/y)Dy ,da > (2i-n-1)=2>i-n’-n firi=12,...,n.

Bei proportionaler Transformation (Axiom K1) gilt a=0 und wegen y=bx auch Dg =D . Bei

einer Niveaudnderung im Sinne des Axioms K3 gilt b=1 und folglich

*

(6.26a) Dy, = X D, ,s0 dass bei a> 0 gilt D, <Dy .

a+x

Ginis ""mittlere Differenz'' und Ginis Disparititsmaf

(6.27) Sg =2 > |x;—x,|/m’ ik=1,2,.,n (siehe Gl. 5.40a)
i k

Zusammenhang zwischen D, und S;: D,=S, /2?.

Daraus folgt tibrigens auch, dass man D darstellen kann als

(6.27a) DGz(ZZ|qi—qk|j/2n i,k=12,...,n.
ik

Lorenzkurve und Gini-Koeffizient bei gruppierten und klassierten Daten

Def. 6.8: Lorenzkurve bei gruppierten und klassierten Daten

Die lineare Verbindung der Punkte P (H.,Q,) (i=0,1,....m) mit P,(0,0) und P, (1,1) heiBt
Lorenzkurve.

Gini-Koeffizient bei gruppierten Daten*)

(628)  Dg=1->h(Q+Q.) oder (629) Dg=>q,H+H,_)-1

i=12,..m (Qu=Hy=0)

*) Wenn bei klassierten Daten die Disparitidt innerhalb der Klasse beriicksichtigt werden soll, vgl. P. von der
Lippe, Deskriptive Statistik, UTB Nr. 1632, GI. 6.29.

Gini-Koeffizient bei zwei Klassen (Spezialfall)

Die Lorenzkurve hat dann nur drei Punkte: P, (0,0), P, (h,q) und P, (1,1). Ginis Dispersions-
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maf} ist dann der senkrechte Abstand zwischen dem Punkt P, (h,q) und der Gleichver-

teilungsgeraden, also die Strecke D;=h-q.

Normiertes Quadrat des Variationskoeffizienten als Disparititsmaf

(6.30)

NV=V? / n normiertes Quadrat des Variationskoeffizienten V

Axiome fiir Disparitiits- und Konzentrationsmafe

Ist speziell ein Konzentrationsmal} gemeint, so wird es hier K genannt, ein Disparititsmal} im allge-
meinen Sinne heifit entsprechend D und bei einer Aussage, die sich sowohl auf Konzentrations- als
auch auf DisparititsmaBie bezieht soll das entsprechende Mal C genannt werden. Die ersten drei
Axiome (K1 bis K3) gelten fiir Konzentrations- und Disparitidtsmalle in der gleichen Weise, bei den
zweiten drei Axiomen (K4 bis K6) unterscheidet sich das Verhalten von KonzentrationsmaBlen einer-
seits und DisparitidtsmaBen andererseits.

K1

Unabhdingigkeit von der Mafeinheit: Ein Konzentrations- oder Disparitidtsmall C soll
invariant sein bei proportionaler Transformation: Ist y,=bx; (b > 0), so ist C(y) =
C(x).

K2

Verschiebungsprobe (Transfer): Wird ein Betrag d mit 0 <d <h/2 transferiert von
einem Merkmalstriger i (mit dem Merkmalsbetrag X)) zum Merkmalstriger j mit
X(j)=X—h, also x(;) <X, so soll C abnehmen (regressiver [egalisierender, negati-
ver, d.h. die Konzentration verringernder] Transfer). Die Umkehrung sollte entspre-

chend bei einem progressiven [positiven] also die Konzentration (und damit auch das
Konzentrationsmal3) erhéhenden Transfer ("von arm zu reich") gelten.

K3

Verschiebung, Niveaudinderung: Sei y,=a+x,, dann ist bei egalitdrer Verteilung des

Merkmals X die Konzentration des Merkmals Y gleich, also C(y) = C(x) und in den
sonstigen Fillen soll gelten

( )_ <C(x) ,wenna>0 (abnehmende Konzentration)
> C(x) ,wenna<0 (zunehmende Konzentration)

K4

Proportionalititsprobe, Anzahleffekt: Ersetzt man jeden einzelnen Merkmalstriger i
mit dem Anteil q; am Merkmalsbetrag durch k > 1 gleich gro3e Merkmalstriger mit

den Anteilen gi/k, so soll fiir das neue DisparititsmaB D" gelten: D =D (Disparitiit
bleibt unverindert) und fiir das "neue" KonzentrationsmaB K im Vergleich zum "al-
ten" K =K/k (Fall der Dekonzentration). Entsprechend soll im "umgekehrten" Fall

einer Fusion von k gleich groBen Einheiten zu einer Einheit gelten D =D und
K'=kK.

KS

Erginzungsprobe, Nullerginzung, Disparitditseffekt: Fiigt man einer Verteilung m
Einheiten, deren Merkmalsbetriage jeweils Null sind ("Nulltrager") hinzu, so soll gel-

tenK" =K und D" >D.

K6

Wertebereiche: Als Wertebereiche sollen 1/n <K <1 (fiir KonzentrationsmaBe) und
0<D<1-1/n (fur DisparititsmaBe) gelten.
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Kapitel 7: Zweidimensionale Hiufigkeitsverteilungen

Def. 7.1: Verbundene Beobachtungen

a) im Falle von Einzelbeobachtungen:

Wird jede Einheit v =1,2,...,n mit zwei Merkmalen, d.h. einem Tupel (Xy,yy), mit drei
Merkmalen [einem Tripel (Xy,Yv,zy)] oder mit p Merkmalen (p-Tupel) beschrieben, so
spricht man von verbundenen Beobachtungen (im Rahmen einer zwei-, drei-,...,p-dimen-
sionalen Messung) [im folgenden Beschrinkung auf p = 2 Dimensionen].

b) bei gruppierten Daten:

Das Merkmal X habe die Auspriagungen Xj,Xp,...,.Xx,m oder allgemein x; (i=1,2,...,m) und
das Merkmal Y habe die Ausprigungen y; (j=1,2,....k). Dann ist n;; die Anzahl der Einhei-
ten mit den Auspriagungen X = x; und Y =yj; (also die Anzahl gleicher Wertetupel). Wie im
Falle der eindimensionalen Hiufigkeitsverteilung n(...) eine Funktion ist, die Merkmals-
auspriagungen eine absolute Haufigkeit zuordnet, so soll n(...) hier einer Kombination von
Merkmalsauspragungen eine absolute Haufigkeit zuordnen:

(7.1) njj =n(X=x; und Y=y;) (i=1,..mund j=1,....k).

Fiir die relativen Héaufigkeiten gilt analog zur eindimensionalen Haufigkeitsverteilung

(7.2) hj=ny/n mit n=» >'n;=> n,.
i ij
c¢) bei klassierten Daten gilt b) analog.

Def. 7.2: Zweidimensionale Hiufigkeitsverteilung (joint distribution)

Eine zweidimensionale Héufigkeitsverteilung ist eine Zuordnung der gemeinsamen absoluten
(njj) oder relativen (h;;) Hiufigkeiten zu den Ausprigungen x; des Merkmals (der Variablen) X
und y; des Merkmals (der Variablen) Y nach Art nachfolgender Tabelle (Matrix). Bei kate-
gorialen (nominalskalierten) Merkmalen spricht man auch von einer Kontingenztafel.

Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung
(relative Haufigkeiten)

Merk- Merkmal Y

mal X Y1 Y2 Yi Yk
X1 h11 h12 hlj hlk =
X2 hy;  hp hzj e hog g
< &
S <
s g
Xi hil hiz hij hik pod %
5
()

Xm hm1 hmz hmj hmk

Randverteilung von y

Der Begriff Kontingenztafel wird von vielen Autoren auch bei metrisch skalierten Variablen benutzt. Die absolu-
ten oder relativen Haufigkeiten heilen auch gemeinsame Haufigkeiten und die gesamte Hiaufigkeitsverteilung
auch gemeinsame Hiufigkeitsverteilung. Die GroBen x; (i=1,2,...,m), bzw. y; (j=1,2,...,k) konnen Merkmalsaus-
priagungen (gruppierte Daten) oder Groflenklassen der Merkmale X und Y (klassierte Daten) bezeichnen.
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Verteilungen
eine zweidimensionale gemein- eindimensionale Verteilungen
same Verteilung h;; (auch kumu- | zwei Randvertei- m+k bedingte Verteilungen
lierte Verteilung Hj;) von Xx,,y; lungen Def. (7.3) Def. (7.4)
Beschreibende Kennzahlen
Kovarianz Def.(7.7) Mittelwerte X,y Bedingte Mittelwerte, Reg-
Korrelationskoeffizient und Varianzen der ressionslinie
Def.(7.8) Randverteilungen Def.(7.6)

Def. 7.3: Randverteilungen (marginal distribution)

Da die Ausprigung x; bei den Kombinationen (x;,y1), (Xi,¥2),..., (Xi,¥x) also allen Merkmals-
kombinationen der i-ten Zeile der zweidimensionalen Hiufigkeitsverteilung (Kontingenz-
tabelle) vorliegt, ist die Randhédufigkeit h; definiert als Zeilensumme

(7.4) h, =Y h;=h(X=x,).

J

Die als Summen von Zeilen gebildeten Randhiufigkeiten h;_, hy._,..., hy, stellen die Randver-
teilung hy(x) der Variablen X dar.

k
=1

Entsprechend bilden die als Summen von Spalten definierten Randhdufigkeiten h j,hs,....hx
die Randverteilung hy(y) des Merkmals (der Variablen) Y, wobei gilt:

(7.5) h,=3h, =h(Y=y)).

Die Randverteilungen ausgedriickt in absoluten Haufigkeiten ny(x) mit den iiber k Spalten
summierten absoluten Haufigkeiten einer Zeile
(7.4a)ni. =N + N + ... + Njk

und die Randverteilung ny(y) mit den k absoluten Haufigkeiten n; sind entsprechend definiert.
Die beiden Randverteilungen (in relativen Haufigkeiten) sind in der folgenden Tabelle beson-
ders durch Einrahmung markiert:

Merk- Merkmal Y Summe
mal X Vi V2 Vi Yk hy(x)
X1 h11 h12 hlj hlk hl,
X2 hy; h»x hzj hoy hy Die Summenspalte hy(x) ist die
Randverteilung von X und die
X; h;; h;» hij hyy h; Summenzeile hy(y) ist die Rand-
verteilung von Y.
Xm hml hm2 . hmi vee hmk hm.
hy(y) h.] hAz h.i h.k 1

Def. 7.4: bedingte Verteilung (conditional distribution)

Die durch Gl. 7.6 definierten bedingten relativen Hiufigkeiten h;j; stellen die bedingte Hiufig-
keitsfunktion (-verteilung) von X, gegeben Y = y; dar
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(7.6) h..:ﬁzﬁ:h(m:yj).

|
Y hy ony

Analog ist die bedingte Haufigkeitsfunktion (-verteilung) von Y definiert durch die relativen
Hiufigkeiten der Auspridgung yi, y»,...,ykx (allgemein: y;) "gegeben X = x;" (oder: bedingt
durch x;, oder: wenn X = x;)

(1.7) h, == _p(yix=x,).

Def. 7.5: Unabhéingigkeit

Unabhéngigkeit ldsst sich auf zwei Arten definieren:

1. Sind die k bedingten Verteilungen h;; des Merkmals X bei allen Auspriagungen y; (j =
1,2,....,k) des Merkmals Y identisch, so sind X und Y unabhingig (gleichzeitig gilt: Gleich-
heit der m bedingten Verteilungen h;; des Merkmals Y also Unabhingigkeit von X und Y,
[Unabhiéngigkeit ist eine symmetrische Relation]).

2. Im Falle der Unabhingigkeit ergeben sich die absoluten, bzw. relativen gemeinsamen Héu-
figkeiten aus den entsprechenden Hiufigkeiten der Randverteilungen gem.

n. .
(7.8) ny = bzw.(7.82) hy=h.h.
. h

Unabhéngigkeit impliziert Unkorreliertheit aber nicht umgekehrt, d.h. Unkorreliertheit kann
bestehen, obgleich die Variablen X und Y nicht unabhéngig sind.

Mittelwert und Varianz der Randverteilungen

Mittelwert X der Randverteilung hy(x)

(7.9) X=2 xh, Zlehu

und die Varianz

(7.10) st =Y xth, X%,

Die entsprechenden Parameter der Randverteilung h,(y) sind analog definiert.

Parameter der bedingten Verteilungen

a) Die wichtigsten Parameter der bedingten (H&ufigkeits-) Verteilungen sind die bedingten
Mittelwerte

m

711 Xly=xly,)= lehlu

k

(7.12)  ylx=y(x Zyjhjh

b) Seltener ist die Berechnung der bedingten Varianzen (notwendig zur Berechnung des Kor-
relationsverhiltnisses)
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Def. 7.6: empirische Regressionslinie

Die lineare Verbindung der bedingten Mittelwerte Xy ist die Regressionslinie (empirische
Regressionslinie) der Variablen X. Entsprechend ist die lineare Verbindung der Punkte
P(x,y Ix) die Regressionslinie der Variablen Y.

Der Begriff Regressions"linie" soll deutlich machen, dass die Punkte nicht notwendig auf
einer Geraden liegen miissen. Es sind also Regressionslinie und Regressionsgerade (Kap. 8)
zu unterscheiden.

Def. 7.7: Kovarianz

Die Kovarianz ist als beschreibende Kennzahl einer zweidimensionalen Verteilung definiert
als

(7.13)

SXy

1 Z (x, =x)(y,—y) bein Einzelbeobachtungen
n v=l

bzw. bei gruppierten Daten

(7.14) s =% i 3 (x, =Xy, ), (7142) s, =3 (x, - %)y, ~y)h,

i=1 =1 i=1 j=1

mit absoluten Haufigkeiten mit relativen Haufigkeiten

Kovarianz bei Lineartransformation

(7.15) Sxry* = bdsyy  ,wenn x*=a+bx und y*=c+dy
Verschiebungssatz fiir die Kovarianz

Auch fiir die Kovarianz gilt der Verschiebungssatz:

(7.13a)

1 __
Syy IHZXVYV —XYy

bzw. bei gruppierten Daten

k
inyjhij —i?

1 j=1

M

1 & & __
(7.14a) sxy=HZinyjnij—xy (7.14b) s, =

i=l j=1 i

mit absoluten Haufigkeiten mit relativen Héaufigkeiten

oder: s, =Xy—Xy
Hierin ist Xy der Mittelwert des Produkts der x und y Werte und X y ist das Produkt der

Mittelwerte.
Die damit gegebene Beziehung zwischen dem Anfangsproduktmoment Xy und dem zentra-

len Produktmoment sy, fithrt auch wegen der Schwerpunkteigenschaft des arithmetischen
Mittels zu folgenden Darstellungen der Kovarianz:

o= T, %y, = Xy~

n-,

(7.17)
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Satz 7.2:

Verschwindet eine der Varianzen (etwa si =0), so ist auch die Kovarianz null. Die Um-

kehrung des Satzes gilt nicht, d.h. s, =0 ist vertrdglich mit s2>0 und si >0.

Aquivalent ist die folgende Formulierung: Die Kovarianz einer Variablen mit einer Kon-
stanten k ist stets Null, also sx = 0 oder sy =0

Satz 7.3: Schwarz’sche Ungleichung

(7.18)  0<(s, ) <s%s

“ N

Def. 7.8: Korrelationskoeffizient

Der Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson (auch Produkt-Moment-Korrelationsko-
effizient oder im Folgenden einfach Korrelationskoeffizient genannt) ist das Verhiltnis aus
Kovarianz (vgl. Def. 7.7) und dem Produkt der Standardabweichungen.

(7.20) I'xy = Sxy/SxSy
(7.20a) -1<ry<+1 (wegen7.18).

Somit ist ry, die auf den Wertebereich von -1 bis +1 normierte Kovarianz s,, (wéhrend sy
nicht beschrinkt ist).

Def. 7.9: Scheinkorrelation, spurious correlation

Sind zwei Variablen X und Y hoch miteinander korreliert, weil sie gemeinsam abhéngig sind
von einer dritten Variablen Z, so spricht man von Scheinkorrelation.

Kapitel 8: Regressionsanalyse

Def. 8.1: Zusammenhang, Arten von Regressionsfunktionen

a)Ist Y funktional (deterministisch) abhiingig von X, d.h. y = f(x) [Y ist eine Funktion von X]
so ist jedem Wert von X ein und nur ein Wert von Y zugeordnet. Bei einer stochastischen
Beziehung ist diese Funktion, die Regressionsfunktion, von einer Storgrofe (Restgrofe,
Residuum) U iiberlagert (i.d.R. additiv), so dass fiir eine einzelne Beobachtung gilt y, =
f(xy) + uy. Nach der Art der Regressionsfunktion (d.h. des funktionalen Teils der stochasti-
schen Beziehung) unterscheidet man:

b) einfache und multiple Regression:

Bei der einfachen Regression werden nur zwei Variablen X und Y betrachtet. Von multip-
ler Regression spricht man, wenn es eine abhingige Variable Y und mehrere unabhingige
Variablen X, X5, X3,...,X,, gibt.
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c)

In

lineare und nichtlineare Regression:
Eine Regressionsfunktion ist linear (in den Variablen und in den Parametern), wenn gilt:

y, =a+bx [aund b heien Regressionskoeffizienten] (einfache lineare Regression) oder

¥, =by +b,x,, +b,x,,+...4+4b x_  (multiple lineare Regression, p Regressoren), andern-
falls ist sie nichtlinear.

Abb. 8.1: Verschiedene Streuungsdiagramme

16 + 12+ o, 30 1
141 o & *e* .
L . 10 + 25 +o
12+ ¢ - *
*,
10 |_tt—""" g+ ™% 20 1N, .
* ° ‘(0\
8¢ o . 6 15 + A4
1% . .0 o *
g0 T 4t ¢ % 10 1
T *
ol 27, . 51 .
0 o 0 do—t—t—t—t—" 0 oY
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Abb. 8.1 sind beispielhaft drei Streuungsdiagramme (mit Regressionsgeraden ) gegen-

tibergestellt. Wie leicht zu sehen ist, kann man aus der ersten (linken) Punktwolke auf einen
relativ geringen positiven (r = + 0,2408) Zusammenhang, aus der zweiten Punktwolke auf
einen parabolischen und aus der dritten Punktwolke auf einen betridchtlichen negativen (r = -
0,9727) linearen Zusammenhang der Variablen X und Y schlieen.

Def. 8.2: Regressionsgerade

a)

b)

c)

Die lineare Regressionsfunktion (Regressionsgerade) zur Bestimmung von Y (abhingige
Variable) durch X (unabhingige Variable) lautet:

8.1) §, =a+bx

dabei ist y, der Regresswert fiir die v-te Beobachtung (Einheit) mit v = 1,2,...,n und fiir
die einzelne Beobachtung (xy,yy) gilt:

(8.1a) yy= ¥y, +uy,=a+bx,+u,

d.h. die geschitzte StorgroBe u, fiir die v-te Beobachtung ist der senkrechte Abstand zwi-
schen y, und ¥, im x,y-Koordinatensystem.

Die Groflen a und b werden Regressionskoeffizienten genannt, wobei a den Ordinatenab-
stand und b die Steigung der Regressionsgeraden angibt. Es gilt, die Parameter a und b (mit

der Methode der kleinsten Quadrate) sowie sﬁ (Varianz der Storgrofle) zu schitzen.

Der Zusammenhang zwischen abhingiger und unabhingiger Variable ist rein rechnerisch
vertauschbar, d.h. neben der Regressionsgeraden nach Gl. 8.1 ist auch
(8.2) X, =c+dy, zuberechnen, wobei fiir x, gilt:

(8.2a)

Die Storgrofle V ist jeweils der waagrechte Abstand zwischen einem Beobachtungspunkt

Xy =C + dyy + vy.
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xyund X  im x,y-Koordinatensystem.

Schiitzung der Koeffizienten bei der linearen, einfachen Regression

Nach der "Methode der kleinsten Quadrate" erhélt man die Normalgleichungen:

(8.4a) an + bz X, = z y, 1. Normalgleichung
(8.4b) az X, + bz X = Z:vaV 2. Normalgleichung

Wird dieses Normalgleichungssystem nach a und b aufgelost so erhidlt man als Schitzwerte
zur Bestimmung der Regressionskoeffizienten a und b:

(853.) a= zxszyv _ZXVZXVYV
nyxl-(Xx,)

Xl oY) sy

2x,o-x) s

Wie man leicht sieht, gilt aufgrund der ersten Normalgleichung:

(8.6a)

(8.6b) a=y-bx

Man erhilt die entsprechenden Formeln zur Bestimmung von ¢ und d indem man in den
Normalgleichungen bzw. in den Formeln fiir a und b x und y vertauscht.

Korrelationskoeffizienten ryy

S S vb-d wennb,d>0
(8.7) r, = 2 =2 =
Jsiss S8y |=/b-d wennb,d<0

Varianzzerlegung

(8.8) %Z(Yi _?)2 %Z(yl _y)Z + %Z(Yi _yi)z

totale Varianz = erklirte Varianz + Residualvarianz
2 _ 2 2
Sy = S + S,

Bestimmtheitsmaf3 By, und UnbestimmtheitsmaB} Uy

2
erkliarte Varianz S,
= X = y2 0 S Byx S 1
totale Varianz Sy

Xy

. : 2
_ Residualvarianz _ S, =1-B, 0<Ugy<1

yx

™ totale Varianz Sy2

Speziell fiir die einfache lineare Regression gilt fiir das Bestimmtheits - und Unbe-
stimmtheitsmal:
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S

>N

1. Symmetrie: Byx = By mit B, =

o

S

2. Das Bestimmheitsmal} By ist das Quadrat des Korrelationskoeffizienten (Byx = rxzy) .

X 2
(8.9) B, =r=bd=r]
X7y

Die mit x erklirte Varianz ist s; =d’s] so dass By = d%s,%/s> = sy /sy’sy” = b-d = 1,,” = By,

Man kann zeigen:

1. Fiir den Winkel o zwischen den Regressionsgeraden gilt:
s (1-r17

(8.10) tan(ot) = M
r*(s? +s?)

2. Die Steigung der Regressionsgeraden Xim x,y-Koordinatensystem ist betragsmiBig
stets groBer ist als die Steigung b der

Eigenschaften der KQ-Schitzung

(8.11) Yu,= u=0 |, die geschitzte Regressionsgerade verlduft durch den
Schwerpunkt

(8.12) Yy,=X§, undsomit y=7.

(8.13) YX,uy, =0 und sy =14, =0.

(8.14) Yywy = L, = 0.

(8.15) Ty,uy=Xu! und s =(Zul)n=s, .Hieraus folgtry, = s./sy und da-
mit auch

(8.16) (tp)’ = si/s; =1- () = Uy

(8.17) Iy = I .
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Kapitel 9: Verhiltniszahlen, Wachstumsraten und Aggre-
gation

Def. 9.1: (Verhiltniszahlen)

a) Kennzahlen, die als Quotient gebildet sind heilen Verhiltniszahlen. Man unterscheidet
zwischen Gliederungszahlen, Beziehungszahlen und Messzahlen, je nachdem, wie Zihler
und Nenner des Quotienten definiert sind. Auch Wachstumsfaktoren und Wachstumsraten
sind als Quotienten Verhiltniszahlen im weiteren Sinne (vgl. Ubers. 9.1).

b) Bei Gliederungszahlen G;j ist der Zihler eine Teilmenge des Nenners. Die Gesamtheit
(Nennermenge) wird nach einem i.d.R. kategorialen (nominalskalierten) Merkmal in m
Teilmassen zerlegt . Mit dem Umfang n; der i-ten Teilgesamtheit und n der Gesamtheit
bzw. den Merkmalssummen S; und S ist eine Gliederungszahl

O G =" oder G =
n S

Eine Gliederungszahl (Quote, Anteilswert) G;j ist "dimensionslos" (genauer: G; hat keine

MabBeinheit). In der Praxis wird G; mit 100 multipliziert und hat dann die Maleinheit

"Prozent".

c) Bei Beziehungszahlen sind Zihler und Nenner Umfinge oder Merkmalssummen von selb-
standigen Massen, die jedoch in sinnvoller Beziehung zueinander stehen sollten. Die Be-
ziehungszahl ist deshalb auch i.d.R. nicht dimensionslos. Je nachdem, ob die Zdhlermasse
als von der Nennermasse "verursacht" gelten kann oder nicht unterscheidet man zwischen
Verursachungszahlen und Entsprechungszahlen.

d) Eine Messzahl setzt einen (meist aktuellen) Wert y; ins Verhiltnis zum Basiswert y,, wobei
t die "Berichtsperiode" und 0 die (meist zuriickliegende) "Basisperiode" (Referenzperiode)
ist. Eine dem rdaumlichen Vergleich dienende Messzahl ist analog definiert. Auch Mess-
zahlen sind wie Gliederungszahlen dimensionslos, weil Kenngrofen (Umfinge, Merk-
malsbetrige) gleichartiger Massen ins Verhiltnis gesetzt werden. Indexzahlen (Kap. 10)
sind zusammengefasste Messzahlen. Wachstumsraten und -faktoren werden in Def. 9.3 de-
finiert.

Eigenschaften von Gliederungszahlen
Es ergibt sich als unmittelbare Folgerung aus GI. 9.1:
(9.2) 0<Gi<1 und (9.3) YGi=1 (i=12,.,m).

Eigenschaften von Beziehungszahlen

1. Dimension: Anders als Gliederungs- und Messzahlen haben Beziehungszahlen meist eine Mal3-
einheit.

2. Umkehrbarkeit: Beziehungszahlen sind grundsétzlich umkehrbar.

3. Zusammenhang mit Mittelwerten: Beziehungszahlen sind nichts anderes als Mittelwerte wenn eine
Merkmalssumme (Zihler) zu einer entsprechend abgegrenzten Personengesamtheit (Nenner) ins
Verhiltnis gesetzt wird.

Alle Verhiltniszahlen sind ferner Mittelwerte durch Aggregation, d.h. sie sind in dem Sinne Mit-
telwerte dass eine auf die Gesamtmasse bezogene Verhiltniszahl ein Mittel der entsprechenden Ver-
hiltniszahlen der Teilmassen ist (so ist z.B. die rohe Todesrate ein Mittel der altersspezifischen To-
desraten).
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Def. 9.2: (Simpson Paradoxon)

Die Tatsache, dass ein Mittelwert oder eine Verhiltniszahl (z.B. eine Quote, ein Anteilswert) fiir eine
Gesamtheit A grofer sein kann, als fiir eine andere Gesamtheit B, obgleich diese Grofe (Mittelwert
oder Verhiltniszahl) in allen Teilgesamtheiten von A kleiner ist als in denen von B, ist bekannt als
"Simpson-Paradoxon" (nach Th. Simpson 1710 - 1761).

Ubersicht 9.1: Arten von Verhiiltniszahlen

Zahlenergebnisse einfacher statistischer Berechnungen kénnen sein:

absolute Zahlen Verhiltniszahlen”
(z.B. Mittelwerte) (Quotienten)
| |
Vergleiche von Massen®’ Zeitreihen”
|
| - I |
glgiigfszahlen Beziehungszahlen Messzahlen und Wachstumsraten und
— Indexzahlen Wachstumsfaktoren
| | (feste Basis) (variable Basis)

Verursachungszahlen Entsprechungszahlen

a) Zahlenergebnisse statistischer Berechnungen konnen auch Schitzwerte fiir die Parameter eines
Modells sein, z.B. Regressionskoeffizienten.

b) Die englischen Begriffe sind ratios (Verhéltniszahlen), rates (Beziehungszahlen), proportions
(Gliederungszahlen) und relatives (Messzahlen).

¢) ohne Zeitbezug (Querschnittsdaten).

d) Darstellung eines zeitlichen Ablaufs.

Messzahlen

Die Messzahl mg (d.h. zur Basis 0, Berichtszeit t) einer Variablen Y ist nach Def. 9.1 die
Grofe:

9.6) mo; = yi/Yo,
bei der diskreten Zeitvariable t = 0,1,2,...,T bzw. die mit 100 multiplizierten Gré3en

(9.6a) m,, = 100mg = 100y//yo.

Die GroBe t kann, muss aber nicht "Zeit" bedeuten. Messzahlen konnen z.B. auch dem rdum-
lichen Vergleich dienen, wenn 0 das Basisland und t das Vergleichsland ist.
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Ubersicht 9.3: Eigenschaften von Messzahlen

Eigenschaft Inhalt der Forderung
. my, =m, =1 (my =m, =100) Identitit von Basis- und
Identitit i .
Berichtsperiode
Dimensionalitit m(oc)Qt = ay/ oy = mg; = y¢/yo Unabhéngigkeit von der Mal3-
einheit der Messwerte
Zeitumkehrbarkeit m,, = m_ Vertauschung von Basis- und Berichtsperiode
(Reversibilitit) (mgpmg = 1)
Zirkularitét fiir je drei Perioden 0,s und t gilt mg, = mosmy;
(Transitivitit, Ver- (= Verkettung; Folgerung :
kettbarkeit) mg = moy/mgs [= Umbasierung]
e e ist fiir alle Perioden die Gréfle W das Produkt aus P und Q so
axtorumkenrprobe | oy fiir die entsprechenden Messzahlen m) =m}, -m2"”
*) eine Wertmesszahl ist das Produkt aus Preis- und Mengenmesszahl.

Umbasierung und Verkettung:

Umbasierung (Basiswechsel) ist die Umkehrung der Verkettung. Mit den Perioden 0,s und t
(etwa 1980, 1985 und 1990) bedeutet

Umbasierung: die bisherige Messzahl my, ist auf die neue Basis s umzustellen (um sie z.B.
mit anderen Messzahlen der Basis s vergleichen zu konnen). Es ist also die Messzahl mg
zu bestimmen.

Verkettung: zwei Messzahlenreihen zur Basis 0 und s sind zu einer langen Reihe zusam-
menzufiigen (die Reihe mit der Basis 0 ist mindestens bis s gefiihrt worden.

Losung:
a) Messzahlen myg, mg:

Umbasierung: mg = mo/mos
Verkettung: mg; = mog-mg

b) Messzahlen mj, ,m_ (mit 100 multiplizierte Messzahlen):
Umbasierung: m_, =(m,, /m,_)-100

Verkettung: m,, =(m,, -m)/100
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Def. 9.3: Wachstumsrate und Wachstumsfaktor bei diskreter Zeit t

a) Mit der diskreten Zeitvariable t = 0,1,2,...,T erhélt man fiir die Wachstumsrate und den
Wachstumsfaktor (auch Gliedziffer oder Kettenindex genannt) der Zeitreihe y; (d.h. der
Zahlenfolge yo, yi,..., Yi»---, y1) die folgenden Ausdriicke:

9.7 1e=(yt - Ye1)/ye.1=W¢- 1 (1 Wachstumsrate)

9.8) wi=ydyp1=r+1 (w¢: Wachstumsfaktor)

b) Fiir ein Wachstum mit konstanter Wachstumsrate [z.B. Verzinsung mit Zinseszins] r (1, =
r fiir alle t) gilt:

(9.9) Yi=Yo- W =Y, (141) (Wachstum mit konstanter Rate r).
Bei variierenden Wachstumsraten r; lautet die Wachstumsgleichung:

T T
(9.10) yr = yo(l+r)(1+r)...(14rp) = yo [JA+1) =yo []w.-

t=1 t=1

c) Als mittlere Wachstumsrate r soll diejenige konstante Wachstumsrate bezeichnet werden,
die iiber den gleichen Zeitraum von O bis T zum gleichen Wachstum von y, zu yr gefiihrt
hitte wie die tatsdchlichen (unterschiedlichen) Wachstumsraten ry,r5,...,r7. Daraus folgt,
dass r aus dem geometrischen Mittel der Wachstumsfaktoren w; zu berechnen ist

T /T
9.11) r=(wiwa.wp)'T-1= {H Wl} —1.
t=1

Mittlere Wachstumsrate

Die mittlere Wachstumsrate ist nach Def. 9.3 aus dem geometrischen Mittel der
Wachstumsfaktoren zu bestimmen, nicht aber als arithmetisches Mittel der
Wachstumsraten.

9.11) r=(ydyo)"' -1 (mittlere Wachstumsrate),
bzw. in Prozent:

(9.11a) r = [(ydyo)"* - 11 - 100.

Def. 9.4: Wachstumsrate bei stetiger Zeit

a) Die Wachstumsrate r(t) einer stetigen Funktion y = y(t) ist
y'(t) dy/dt dIn(y)
y oy dt

b) Bei konstanter Wachstumsrate r(t) = o (fiir jeden Wert von t) ist die stetige Zeitreihe y(t)
gegeben mit

(9.15)  y(®) = y(0)e™ = y(0)exp(ow).

9.14) 1(t)=
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Beziehung zwischen den Wachstumsraten o (stetige Zeit) und r (diskrete Zeit)
(9.18) e®=w=1+r, sodass gilt (9.19) o =In(1+r1).

Man erhilt somit im Zusammenhang mit der Reihenentwicklung von €* und In(1+r) die fol-

genden Umrechnungen
2 3 4

(9.20) r=e%-1= el o
20 31 4

fiir die Umrechnung von o in r (so dass o < r) und
I,2 r3 r4

(9.21) o=In(l+r)= r——+—+—+
20 3 4

fiir die Umrechnung von r nach o.
Wie man sieht gilt nur bei kleinen Wachstumsraten r = q.

Ubersicht 9.4: Wachstumsraten von Produkten, Quotienten und Kehrwerten

diskrete Zeit stetige Zeit
Produkt z = xy W, = WxWy () = rx(t) + 1y (1)
Quotient z = x/y W, = Wy/Wy () = rx(t) — ry(t)
Kehrwert z = 1/y w, = 1/wy r,(t) = -1y(t)

Def. 9.5: (Struktureffekt, Standardisierung)

Nach GI. 9.22 ist eine aggregierte (fiir die Gesamtmasse errechnete) Beziehungszahl Q = X/Y
das gewogene arithmetische Mittel der Teil-Beziehungszahlen Q; = x;/y; j=1,2,...,J)

(922) Q = Engyj.

Daraus folgt: Zwei Beziehungszahlen Q4 und Qg fiir Gesamtheiten A und B, die sich jeweils
in J Teilmassen gliedern lassen, konnen sich unterscheiden aufgrund unterschiedlicher

a) Teil-Beziehungszahlen Qa;, Qg;
b) Gewichte der Nennermasse gayi, ggy;-

Die Unterschiedlichkeit aufgrund von a) gilt als "echter" Unterschied, diejenige aufgrund von
b) wird als Struktureffekt gedeutet. Um die echten Unterschiede herauszuarbeiten, vergleicht
man nicht Q, mit Qg, sondern

9.24) Q,=>Que mit Qp=>Que,

d.h. man vergleicht Beziehungszahlen, die unter Zugrundelegung der gleichen Gewichte
(Standardgewichte) gjf berechnet sind. Die GroBen Q" heiBen dann standardisierte Bezie-
hungszahlen.
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Ubersicht 9.5.: Wachstumsraten ausgewdhlter Funktionen

Man beachte:

1. cy(t) und y(t) haben die gleiche Wachstumsrate r(t) [c: Konstante].

2. Hat y(t) die Wachstumsrate r(t), so hat [y(t)]'1 die Wachstumsrate -r(t).

)
2)

3)
4)

Funktion y(t) Ableitung Wachstumsrate
1 |@+bt)* @ ob(a+b)™! ab(a+bt) !
la |a=1: Gerade y = a+bt b b/(a+bt) = rg
Ib |a=-1: 1/(a+bt) -b(a+bt)” -b/(a+bt) = -rg
le |a=1/2: Jatbt 1/2b(a+bt) b/2(a+bt) = 1/2rg
1d | potenzfunktion  bt® bou®! o/t (hyperbolisch)
2 |Parabel® a+bt+ct’ b+2ct (b+2ct)/(a+bt+ct’)
3 |aexp(bt? y-obt™! obt™!
3a |a=1: ac™ yb b
oder: ar' mit r=e" y-In(r) b =In(r)
3b |a=-1:ae™ yb/t* -b/t?
4 |k+be oder y=k+br' mit r=e® |cbe strebt gegen 0 | (-c)[(k-y)/y] = -cR speziell:
(k: Séttigungsniveau) wennr<1,c=lnr<0 |c=-1,dannr(t) =R;
5 |k + b/(c+t) (Hyperbel) -b/(c+t)? -b/[k(c+t)*+b(c+t)]
6 |k(t+a)/(t+b) (b>a) k(b-a)/(t+b)> (b-a)/(t+a)(t+b)
7 | exp(K+br') mit r=e° oder: ya/(b+t)* a/(b+t)*
In(y) = K+be®
k=e" Sittigungsniveau
8 |k/(1+e™™) a,b,k>0 by(k-y)/k b+By (B = -b/k) ¥
k: Sattigungsniveau
9 |In(y)k = K — a/(b+t) ya/(b+t) a/(b+t)?
k=e" Sittigungsniveau
() =y'ly

In dieser allgemeinen Form liegt eine Polynomfunktion vom Grade o vor, wobei o € Z*
ist. Bei a=1/2 liegt eine Wurzelfunktion und bei ganzzahligem o und a > O eine Po-
tenzfunktion vor (Fall 1d).

Kann entsprechend verallgemeinert werden wie Funktion Nr. 1.

Kennzeichnend fiir die logistische Funktion: r(t) = f[y(t)] (f: linear).
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Kapitel 10: Indexzahlen

Indexzahlen sind MaB3zahlen (beschreibende Kennzahlen) fiir den Vergleich einer Gesamtheit
von Erscheinungen. Indizes sind Malle der aggregierten Veridnderung, z.B. ein Preisindex ist
1.d.R. ein summarisches (zusammengefasstes) Mall von Preisverdnderungen (im zeitlichen
Vergleich)l, etwa ein Mittelwert von Preis- Messzahlen fiiri = 1,2,...,n Waren.

10.1 Prinzipien der Konstruktion von Indexformeln

| Indexformel |
direkter Vergleich von zwei Pe- Kettenindizes (Abschn. 10.2)
rioden 0 und t, motiviert mit i

T

axiomatischen Forderungen der (mikro-) "6konomischen
(Abschn. 10.1) Theorie der Indexzahlen"*

Nur hierauf beziehen sich

a) die folgende Definition eines Preisindexes

(10.1) Py, =P(py.9q9.P¢-9q;)

als Funktion von Preis- und Mengenvektoren und
b) die Axiome von Ubers. 10.3

* wird hier nicht behandelt

10.1 Direkte Indexformeln

a) Vorlaufer (historische ungewogene Indizes)

Mit den ungewogenen arithmetischen Mitteln der einzelnen Preise P,_ 2.p;/n und Py
entsprechend erhilt man die Preisindexformel

(102) PP=PL_ZPr ) Dutot

Po  2Pio

eine Verhiltniszahl (Messzahl) von Mittelwerten: sie ist nicht sinnvoll, weil sie nicht die
Kommensurabilitit, Axiom P5 in Ubers. 10.3 erfiillt. Es gilt

eine Messzahl von Mittelwerten erfiillt nicht Minimalforderungen an Indizes (z.B.
Axiom P5), wohl aber ein Mittelwert von Messzahlen.

Ein ungewogenes arithmetisches Mittel von Preismesszahlen ist die Preisindexformel

1 .
(10.3)  PS =—Y 2 yon (C =) Carli.
- Pio

' zumindest direkte Indizes (vgl. Ubers. 10.1) werden auch fiir den interregionalen (z.B. internationalen) Ver-
gleich benutzt.
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Ein ungewogenes geometrisches Mittel von Preismesszahlen ist die Formel von Jevons
1

p! _{Plt Pat  Pnt }n
ot = .
Pio P20 Pno

b) Aktuelle Indexformeln (insbes. Laspeyres und Paasche)

Preisindizes nach Laspeyres und Paasche haben eine doppelte Interpretation, als
e gewogenes Mittel von Preismesszahlen (Messzahlenmittelwertformel) und als
e Verhiltnis von Ausgaben- bzw. Einnahmenaggregate (Aggregatformel)”.

Zur Vereinfachung ist im Folgenden das Subskript i (Warenart) weggelassen worden. Die
Vektorschreibweise zeigt, dass die Indizes lineare Indizes sind (Preisindizes linear in den
Preisen, Mengenindizes linear in den Mengen):

Formel von Messzahlenmittelwertformel Aggregatformel
(104) Pk = Z&zp(’i (105 Pl ZPido _Pdo
Laspeyres (L) Po ~Podo T Y pode poao

gewogenes arithmetisches Mittel
Gewichte: Ausgabenanteile zur Ba-
siszeit

Zihler: fiktives Ausgabenaggregat
Nenner: tatsdchliche Ausgaben

Pt Po94 '
(10.6) P =% s - (107) Bf =P _ P
Paasche (P) Po qu.t > Pod: Pod,
oder: gewogenes harmonisches Zihler: tatsdchliche Ausgaben,

Mittel, quiCh,te: Ausgabenanteile | Nopner: fiktives Ausgabenaggregat
zur Berichtszeit

In manchen Lehrbiichern (nicht in der Praxis) spielt auch der Preis- (oder gar der Mengen-) index
nach Lowe eine gewisse Rolle. Ein solcher Index erfiillt jedoch nicht die Axiome von Ubers 10.3.
Kein Index, der Durchschnittspreise verwendet, kann kommensurabel sein. Schon wegen der Un-
moglichkeit, kg-, Liter-, Stiick-Mengen usw. zu einer "Gesamtmenge" zu addieren, sind Durch-
schnittsmengen auch meist gar nicht definiert.

Wertindex (z.B. Lebenshaltungskostenindex im Unterschied zum Preisindex fiir die Le-
benshaltung nach Laspeyres)

(10.8) W, =M oder einfach W,, =m

zpioqio zpoqo
Mengenindizes gewinnt man aus Preisindizes durch Vertauschen von Mengen und Preisen
(vgl. Ubers. 10.2):

(10.9) Qg = thpo (Laspeyres) und (10.10) Q. =& (Paasche)

Y doPy 2 4oP,
Wertindex als Indexprodukt  (10.11) W, =P“Q" =P*Q" (Produkttest)’

% Der beriihmte "Idealindex" von 1. Fisher oder auch Kettenindizes aller Art besitzen keine der beiden Inter-
pretationen.

3 Das Indexpaar Laspeyres-Paasche erfiillt den Produkttest, nicht jedoch die anspruchsvollere (und in ihrer Be-
deutung meist vollig tiberschitzte) Faktorumkehrbarkeit.
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10.2 Ubersicht iiber die Indexformeln

Preise p, Mengen q, Subskripte t = Berichtszeit, 0 = Basiszeit, Summierung iiber alle n Waren

_ zplqo
zpoqo

/\

Wertindex W,

Laspeyres Preisindex P, = m Paasche Preisindex P, = 2P,
Z Po4do z Pod.
Verwendung fiir: spezielle Preisniveaus Verwendung: Preisbereinigung (Deflatio-
(z.B. Preisindizes fiir die Lebenshaltung) nierung, z.B. des Sozialprodukts)

Vertauschung von Preisen und Mengen in den Formeln fiihrt zu den entspre-
chenden Mengenindizes QL und QP also:

_>ap

Laspeyres Mengenindex Qp, = zqtpo Paasche Mengenindex Qg, = z
qoP.

zqopo

Es gilt die grundlegende Formel als Basis fiir die Preisbereinigung:

(10.11) W,, =P;Q;, =Py Qg

Preisbereinigung (Deflationierung; auch Realwert- oder Volumenrechnung genannt).

aus einem ist zu errechnen ein Vorgehensweise

] ] e . . 1)
nominalen Grofe, zu reale Gro3e, zu konstanten Preisindex V, = Pt
Jeweiligen Preisen) Preisen des Basisjahres) 0t

Wertin- Laspeyres-Mengenindex* Division durch einen" Paasche

.. W,

deXWOt — zplqo Q(I;t — thpo Preisindex Q(I;t — Pl())t

z Po4o Z qoPo ot

1) sich auf das gleiche Aggregat beziehende
2) als Ma8 fiir die Verdnderung von Volumen

Strukturelle Konsistenz (der Deflationierung)

Gilt fiir nominale Teilaggregate W = W + W, + ... + Wy, und soll dann fiir die realen Teil-
aggreagte V; = W;/P; j = 1,2,...,m) gelten

W W W -1 Wi

P V= ?1+...+E =V,;+..+V,,dann (10.12) P "= ZWPj

d.h. dann muss der Gesamt-Deflator P ein harmonisches Mittel der m Teil-Deflatoren sein
(Gewichte W/XW; = W;/W), also ein direkter Paasche Preisindex. Deflationierung mit einem
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anderen Index als P liefert strukturell inkonsistente Ergebnisse (Volumen addieren sich nicht
in gleicher Weise wie Werte, das Ergebnis der Deflationierung ist abhiingig vom Aggregati-
onsgrad).

Additive Konsistenz (der Indexformel)

Wenn ein Gesamtaggregat zu Teilaggregaten j = 1, ... , m zerlegt werden kann, dann soll sich
der Gesamtindex aus den Teilindizes in der gleichen Weise zusammensetzen, wie der Ge-
samtindex aus den Messzahlen. Im Falle von P" gilt z.B. der folgende Zusammenhang

(10.13) P§ =Y <22Pk,
2 Wio !

d.h. der Gesamtindex Pj; ist das arithmetisches Mittel der m Teil-Indizes Pj]j()t mit den

Wertanteilen zur Basiszeit als Gewichte. Fiir den Paasche Preisindex P gilt GI. 10.12. Linea-
re (=additive) Indizes (vgl. Ubers. 10.3) sind additiv konsistent. Die Umkehrung gilt nicht.

Formel von Ladislaus v. Bortkiewicz
(GroBenrelation zwischen Laspeyres- und Paasche-Preisindex)

Die Kovarianz von Preis- (bj) und Mengenmesszahlen (ci) mit den Gewichten g; (Ausga-
benanteile zur Basiszeit) lautet: C=Y (b, —P")(c, —Q")g, =Q"(P" -P").
Daraus folgt W = P"Q"+C , denn mit g, = Piodio b, = Pi  und ¢, = i giyg
zpioqio Pio dio
P(i = zgibi und Qgt = zgici sowie W, = zbicigi =P"Q" =P"Q"
Dann gilt fiir die Kovarianz
(10.14) C=Q~P"-P“) =PQ"- Q" also

wenn negative Kovarianz C < 0 dann P“> P’ und Q"> Q"

wenn positive Kovarianz C > 0 dann P" < P’ und QL < QP

¢) Einige Axiome und ein Axiomensystem (von Eichhorn/Voeller)

Zu einigen fundamentalen Forderungen an sinnvolle Indexformeln (Index-"axiome") vgl.
Ubers. 10.3. Wichtige Axiome, die erst in neuerer Zeit mehr bachtet werden sind ferner die
Aggregationseigenschaften, wie z.B. strukturelle - und additive Konsistenz (s.o. ).

Eine groB3e Rolle spielen jedoch auch immer noch Axiome (oder "Proben", "Tests"), die aus
der Indexphilosophie von Irving Fisher stammen wie:

Zeitumkehrbarkeit (Z)

Vertauschung von Basis- und Berichtsperiode fiihrt zum reziproken Preisindex

(10.14) PPy = 1 (Zeitumkehrprobe). Nicht erfiillt vom Paar Laspeyres/Pasasche,
denn

PP’ =P P o =1.
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Faktorumkehrprobe (F)

Die Wertsteigerung kann in das Produkt einer nach der gleichen Indexformel berechenten Preis- und
Mengenkomponente zerlegt werden. Fisher's "Idealindex"

(10.15) P& =+/PLPE

das geometrische Mittel aus der Laspeyres- und Paasche Preisindexformel (bei Mengenindizes analog
QF als geometr. Mittel aus Q" und Q") erfiillt F (und Z, nicht aber T), denn

(10.16) Wo = PQ

Zirkularitat (Verkettbarkeit, Transitivitéit, T)

Nach dieser Forderung (auch "Rundprobe" ["circular test"]) soll fiir beliebige, Einteilungen dens In-
tervalls [0,t) in [0,s) und [s,t) also fiir jedes s gelten:

(10.17) Po = PosPy .

Die Einteilung in zwei Teilintervalle mit 0 < s <t ist nicht zwingend (es konnten auch drei oder mehr
Teilintervalle sein, etwa 0 <r <s <t, so dass gilt Py = Py,P,Py , oder auch 0 > s > t). T wird oft da-
hingehend missverstanden, dass ein als Produkt definierter Index, wie der Kettenindex "verkettbar" sei.
Dabei wird auch vergessen, dass bei Gl. 10.17 betont werden muss "fiir jedes s".

Wenn Identitit gilt, dann folgt Z aus T (Umkehrung gilt nicht)..
Umbasierung und Verkettung (vgl. Kap. 9)

Von Zeitumkehrbarkeit und Verkettbarkeit als Axiome ist zu unterscheiden, dass entsprechende Be-
rechnungen [als Hilfslosungen] vorgenommen werden:

gegeben gesucht Losung

Umbasierung |ein Index zur Basis O fiir |ein Index zur Basis s (meist:
(rescaling) die Perioden O, ..., s,..., t | zur aktuelleren Basis s) (10.18)

Verkettung ein Index zur Basis 0 Bildung einer langen Reihe (10.19) P, =P P
. ot = 70

(splicing) (berechnet mindestens zur Basis 0 aus zwei oder s
bis zur Periode s) und mehreren sich iiberlappenden | (fiir 0 <s <t)
einer zur Basis s Indexreihen

Man sieht, dass die Rechenoperationen dquivalent sind und beide (Gl. 10.18 und19) auf dem simplen
"Dreisatz": Po/Pys = Py/Pys (mit Py, = 1) beruhen, der jedoch - genau genommen - nicht zutreffend ist,
wenn Verkettbarkeit (wie z.B. bei P~ und P") nicht erfiillt ist

Additivitiit (= Linearitit) der Indexfunktion

(als spezielle Form der Monotonie) bedeutet in der Notation der Ubersicht 10.3:

Fall a) unterschiedliche Preise in der Berichtsperiode:

P(p,.p;) = P(py.p,) + P(p,,Ap;) wenn fiir p;, p, und Ap, gilt: p/= p, +
Ap,

und entsprechend

Fall b) unterschiedliche Preise in der Basisperiode:

[P(pf),pt)]_l = [P(po,pl)]_1 +[P(Ap;,pt)]_1 wenn entsprechend gilt: p, =p, + Ap, .
Die Indizes von Laspeyres und Paasche sind additiv.
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Ubersicht 10.3: Axiomensystem von Eichhorn und Voeller

Notation:

Preis- und Mengenvektoren (jeweils n Komponenten [Waren]) po, qo P q.. Die Indexfunktion P: R*" = R sollte
danach die folgenden Axiome erfiillen:

P1 |Monotonie:

a) in Berichtspreisen P(po , pf) > P(po.pt ), wenn p, > p, und fiir mindestens
eine Ware i gilt: p, > p,

b) in Basispreisen P(po,pt) > P(pg.pt) wenn analog gilt: p;, >p,, und

Pio > P;, flir mindestens ein i (eine Ware)

P2 |Lineare Homogenitiit:") P(po,up,) = UP(po,p.) mit L € R, (nicht zu ver-
wechseln mit Proportionalitit: P(po,ltpo) = WL, wobei pi; = Upjo fiir alle 1)

P3 |Identitiit:® P(po,py) = 1 wenn  pj = pip fur alle i also p; = po

P4 | Dimensionalitiit: P(upo,upy) = P(po,pr) mit 4 € R, (Unabhingigkeit von der
Wihrungseinheit der Preise)

PS5 | Kommensurabilitiit: P(Apo, Aps, A'lqO, A'lqt) = P(po,pu.qo.q;) mit A = di-
ag(Ay, ..., Ay) und IA;l > 0 (Unabhéngigkeit von der Mengeneinheit, auf die sich
die Preisnotierung bezieht).

a) Unter Homogenitit vom Grade -1 versteht man die Forderung P(upy, py) =p'lP(p0, py. Sie ist erfiillt, wenn P2
und P4 gelten.

b) Axiome P2 und P3 stellen zusammen sicher, dass die sog. Proportionalititsprobe erfiillt ist.

10.2 Kettenindizes

Die Standardkritik am direkten Preisindex nach Laspeyres P, (als MaB der Inflation) bzw.
an Volumen, die man als Ergebnis einer Deflationierung mit einem (direkten) Paasche Preis-
index erhilt ist, dass in P(i die Mengen, bzw. in P(i die Preise (allgemein die Gewichte) fiir

eine gewisse Zeit (in Interesse des reinen Preisvergleichs) konstant gehalten werden und dass
das Wigungsschema veraltet. Es miisse stattdessen jeweils mit moglichst aktuellen Gewichten
gerechnet werden. Nicht viel mehr als dies steckt hinter der in neuerer Zeit vehement wieder-
belebten Forderung nach Kettenindizes®.

Die Definition eines Kettenindexes umfasst stets zwei Elemente(Ubers. 10.4),

e die Kette 1_30Ct (C = chain), das konstantes Element: Zwei-Periodenvergleich (zwischen
0 und t) indirekt als Produkt Py = Py Py5....P¢1 r.(analog zur Verkettung)

e (das variable Element) das Kettenglied P°= P_ (link), das je nach verwendeter In-
dexformel unterschiedlich ist, z.B. nach Laspeyres, Paasche usw. (Ubers. 10.4)

Befiirworter von Kettenindizes vergleichen meist PC (statt Py ) mit P, . Dem Vorteil, dass

P,¢ (auch) von den aktuelleren Mengen g, abhingt, nicht nur von den "veralteten" Mengen

* Sie sind (leider) in internationalen Empfehlungen fiir die Verwendung in der amtlichen Statistik vorge-
schrieben worden.
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10.4 Definition von Kettenindizes

| Kettenindex |
Definition der Kettenglieder (links) Verkettung zur Kette
PS= P_,, einIndex (geniigt Axiomen) P{= P°P;..P° kein In-
dex*

Beispiele: Beispiele:

D X e _ 2P, Po” =P "R, . P
Laspeyres P~ =S ———,Paasche P," =& —— —pe PCrPC  apC

zpl—lqt—l zpt—lqt P =P P, ..P,

ein Warenkorb g bzw. q; - viele Warenkorbe qo, qj,...

* muss nicht Axiome (z.B. im Sinne von Ubers. 10.3) erfiillen, selbst wenn das einzelne Kettenglied
dies tut.

** bei unterjdhrigem Vergleich zum Vorjahr (ein Monat verglichen mit dem gleichem Monat im Vor-
jahr) jedoch schon beim einzelnen Kettenglied zwei Warenkorbe.

qo wie in P, stehen folgende Nachteile gegeniiber:

1. Kettenindizes erlauben keine Interpretation im Sinne des reinen Preisvergleichs, als Messzahlen-
mittelwert oder als Verhiltnis von Aggregaten. Axiome sind auf sie nicht anwendbar: Trotz glei-
cher Preise in Periode 0 und 2 muss nicht gelten Py, = 1 (Identitét verletzt, ebenso konnen Mono-
tonie und andere Axiome von Ubers. 10.3 verletzt sein).

. Verkettung als Form der zeitlichen Aggregation ist pfadabhingig: ein Kettenindex ist kein
Zwei-Perioden-Vergleich, sondern ein summarisches Mab fiir die Gestalt einer Zeitreihe (fiir einen
Verlauf). Das Ergebnis fiir das Intervall von O bis t ist i.d.R. unterschiedlich, je nach dem, wie es in
Teilintervalle zerlegt wird und wie sich Preise und Mengen in den Zwischenperioden 1,...,t-1 ent-
wickeln. Bei zyklischer Bewegung der Preise (der Verlauf zwischen 0 und t wiederholt sich) kann
die Kette fiir Periode 2t, 3t, ... im Wert stidndig zunehmen (wenn der Index Py, > 1 ist) oder abneh-
men (wenn Py < 1), selbst dann wenn die Preise in 0, t, 2t,... alle gleich sind.

. Ungiinstige Aggregationseigenschaften: additive - und (bei Deflationierung) strukturelle Kon-
sistenz nicht erfiillt. Volumen V, nicht nur abhéngig von g und py, auch von Preisen pj, ..., pr., SO
dass man kaum von "in konstanten" Preisen sprechen kann.

4. Erheblicher Mehraufwand fiir Datenbeschaffung (héufigere Feststellung der Warenkorbe).
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Kapitel 11: Einfiihrung in die Zeitreihenanalyse
1. Komponentenmodell

Def. 11.1: (Zeitreihe, Ursprungswerte)

Eine Folge von Beobachtungswerten y; mit t = 1,2,...,T und einer natiirlichen Ordnung derge-
stalt, dass die Werte in der Reihenfolge yj, y»,... beobachtet wurden, heillit "Zeitreihe". Die
(meist diskrete) Variable t ist i.d.R. die Zeit, wobei die Werte t Zeitpunkte oder Zeitintervalle
darstellen. Die noch nicht durch eine Zeitreihenanalyse bearbeiteten (z.B. transformierten)
Beobachtungswerte y; heilen "Ursprungswerte".

Komponenten der Zeitreihe y.

/ \

systematische Komponenten nichtsystematische Komponenten

aperiodisch periodisch Zufallskomponente
(monoton) (zyklisch) oder irreguldare Komp.

| |

Trend Konjunktur Saisonkom- I Strukt}lrbruche,
ponente Ausreiller
(eigentlich keine
m ki St Komponente)

glatte Komponente
gt = mt + kt

von my (links) iiber k; und s; bis r; (rechts): Einflussfaktoren mit zunehmen-
der Frequenz bzw. abnehmender Wellenldnge

Verkniipfung (Uberlagerung) der Komponenten

Man unterscheidet zwei Grundmodelle:

1) additive Uberlagerung: wenn bei steigendem bzw. fallendem Trend die zyklischen Ein-
fliisse groe Ausschlige besitzen, so dass die Schwankungen k;, s; und r, vom Niveau der
Zeitreihe y; unabhingig sind. Es gilt dann:

|(1 1.1)  yi=m+k+s+1 (additive Uberlagerung) |

2) multiplikative Uberlagerung: wenn z.B. die Schwankungen der zyklischen Komponenten,
insbesondere der Saisonkomponente mit steigendem Niveau der Zeitreihe zunehmen:

|(1 1.2)  y = mksiy (multiplikative Uberlagerung) |

2. Methoden zur Berechnung des Trends (der glatten Komponente)
1. Trendberechnung mit der Methode der kleinsten Quadrate

Bei einem Trend mit einer Funktion bestimmten Typs (lineare -, Exponential-, Potenzfunktion usw.)
konnen die Parameter nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt werden. Der Regressand
(die abhéingige Variable) ist wie in Kap. 8 die Variable Y mit den Beobachtungen y, und an die Stelle
der unabhéngigen Variable X tritt bei der Trendfunktion die Zeit t. Die Gesamtheit der iibrigen Kom-
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ponenten mit den Messwerten ki, s, und r, ist das Residuum u,.

Die Parameter a und b eines linearen Trends y, = m; = a + bt (t = 1,2,...,T) werden mit den
Normalgleichungen wie folgt

(11.3a) aT + bZt = z Y, 1. Normalgleichung
(11.3b) ay t+by t* =>ty, 2. Normalgleichung

ZweckmiBig ist es, fiir t die Werte ... -2, -1, 0. +1, +2,... zu vergeben, so dass Xt = 0 (statt T(T+1)/2
wie bei t=1,2,...,T) ist und a und b direkt aus jeweils einer der beiden Normalgleichungen zu be-
stimmen ist: a = (Xy)/T und b= (Xty)/T 2,

2. Trendberechnung mit der Methode der gleitenden Durchschnitte

Gleitende Durchschnitte sind eine Folge von arithmetischen Mitteln, die aus jeweils p aufein-
anderfolgenden Werten y, der Zeitreihe gebildet werden.

Def. 11.2: (Gleitende Durchschnitte)

a) Der dem Ursprungswert y, zugeordnete gleitende p-gliedrige Durchschnitt lautet bei unge-
radzahligem p = 2k+1

k
(11.4) y, = 1 Z Youn (p=2k+ 1, ungeradzahlig) oder
p

h=—k

yt = (yt—k + yt—k+1 + ...+ yt + ...+ yt+k—1 + Yt+k)/P-

b) Bei geradzahligem p = 2k wire der Durchschnitt y, der Periode t - Y2 und §,,, der Pe-

riode t + ¥2 zuzuordnen. Es liegt daher nahe einen ungewogenen Durchschnitt hieraus zu
berechnen. Dieser der Periode t zugeordnete zentrierte gleitenden Durchschnitt lautet: V2

~ 1S Yk T Y . .
(11.5) y, =— Z Ysn +T (p =2k, geradzahlig) etwabeip=4
P \h=—-1)

~z 1 1 1
Y. = Z(EYI—Z Yty T Y +5y1+2)

Am Anfang und Ende fallen beim gleitenden Durchschnitt jeweils k Glieder weg. Der erste gleitende
Durchschnitt fillt auf den k+1-ten Wert.

p =2k + 1 (ungerade) p = 2k (gerade)

es fallen weg k=(p-1)/2 k=p/2
der erste Wert k+1=(p+12 k+1=p2+1

3. Berechnung der Saisonkomponente

Konstante (starre) Saisonfigur (Saisonnormale) bei additiver Uberlagerung

Ursprungswerte y und trendbereinigte Werte y* (bzw. bereinigt von glatter Komponente) fiir
die Jahre j = 1, 2, ..., J und Unterzeitraum z = 1, 2, ..., Z (Z = Anzahl der Unterzeitriume, bei
Quartalen Z = 4, bei Monatsdaten Z= 12)

(11.7) yjzzyjz—gjz,etwamit gjzzi'/jz
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nicht-normierte Saisonnormale

2.5,

Z

normierte (auf einen mittleren Wert 0) Saisonnormale (11.10) Sz =S, -S.
Bei multiplikativer Uberlagerung Division statt Subtraktion

1< . _
(11.8) SZ=}Zy; mit dem Mittel S =
j=1

(1173.) y;jz:}Ijz/ng’
jedoch Sz und mittlere Saisonnormale S auch als arithmet. Mittel und
(11.10a) S, =S, /S

(Division durch mittlere nicht normierte Saison), normiert auf ein Mittel von 1.
4. Hinweise auf weiterfithrende Verfahren

4.1 Exponential Smoothing (exponentielles Glitten)

1. Prognose als gewogenes Mittel aus den letzten Werten

(1111 yP, =0y, (I-o)y? mit: 0<a<l.
2. Prognose als Mittel aller vergangener Beobachtungen
(11.12)

n+l

Yf+1 =y, +(X'(1_O(‘)yt—1 +O(‘(l_a)2y1—2+"'+(x(1_0(‘)HYL—n +(1_(X')

=Y o(l-a)y,  +(1-a)"yP,.
i=0

3. Prognose als partielle (mit o gewogene) Korrektur einer Fehlschitzung F

p
Yion

(11.13)  y%, =y’ +ofy, —y!) =y’ +0OF.

4.2 Filter, Operatoren, Polynome

1. Ein "Filter" verwandelt eine Zeitreihe y, (input) in eine transformierte Zeitreihe (output) z. Einfa-
che lineare Filter sind z.B. gleitende Mittelwerte oder Differenzenbildung (Output z; =y, - y.). Ein
nichtlinearer Filter ist z.B. die Bildung von Wachstumsraten r, =(y, - yi.1)/y¢1-

2. Operatoren: Verschiebungen der Variable t bewirkt der Backshift- oder Lag-Operator: Ly, = y.,
Lzyt = vy, usw.Nicht auf t, sondern auf die Inputvariable wirken der Vorwirtsdifferenzenoperator
(delta A ) mit Ay, = yu - ¥, bzw. die Riickwértsdifferenzen (nabla V ) Vy, = y; - y.,;. Hinterein-
anderausfiihren heiflt Potenzieren des Operators szl = Vyu1 - VY = Y2 - 2¥u1 + Y. Man beachte,
dass szl nicht identisch ist mit y, - y,. Vor- und Riickwirtsdifferenzen fiir mehrere Perioden, et-
wa  V4y =Y. - Y oder Vi y =y, - .12 beim Vorjahresvergleich mit Quartals- oder Monatsdaten
sind "saisonale Differenzen".

3. Der Ausdruck A,(t) = ay+ a;t + at’ +..+ apt” ist ein Polynom in t vom Grade p und A,( ) heiit Po-
lynomenoperator. Ein autoregressives Schema (eine linear-rekursive Funktion) ist Ay(L)y, = a(o +
a L+ a2L2 +...+ a,L") y.. Lineare Filter kann man als Lagpolynome darstellen und Polynome in t als
linear-rekursive Funktionen. Einem Polynom y = A,(t) ist eine linear rekursive Funktion B, ;(L)y
dquivalent:

p=I: das der Funktion y, = ap + a;t (Polynom vom Grade 1) dquivalente Lagpolynom ist y, =
2y.1 - yio mit den Anfangswerten y, = ap und yo = ap + a; .

p=2: der Funktion y, = a5 + a;t + at? dquivalent ist y, = 3y, - 3y.2 + yi3 mit den Anfangswerten
Yo =ap, Y1 = a9+ a; + a; und y, = ap + 2a; + 4a,.
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Kapitel 12: Bestandsanalyse und Tafelrechnung

12.1. Bestands- und Bewegungsmassen

Def. 12.1: (Bestandsmasse, Bewegungsmasse, Verweildauer)

a) Eine statistische Masse, deren Einheiten (i=1,2,...,n) jeweils gemeinsam zu einem be-
stimmten Zeitpunkt t; in einem Bestand (iiber eine nicht nidher bestimmte Zeit) verweilen,
heifit Bestandsmasse (engl. stock).

Der Umfang der Bestandsmasse zum Zeitpunkt t; heilt Bestand B(tj) = B;. Er ist zu jedem Zeit-
punkt t = t; durch die Bestandsfunktion B(t) gegeben. Die Zeit kann als diskrete (t = to, ty,....5,...,tm)
oder stetige Variable betrachtet werden.

b) Eine statistische Masse, deren Einheiten dadurch charakterisiert sind, dass sie zu einem
bestimmten Zeitpunkt ihren Zustand dndern (was ein "Ereignis" darstellt), hei3t Bewe-
gungsmasse (Ereignismasse, Stromgrofle, engl. flow).

Der Umfang einer Bewegungsmasse ist die Anzahl derartiger Ereignisse in einem gegebenen Zeit-
raum (Zeitintervall). Zustandsidnderung kann insbesondere bedeuten: Zugang zu oder Abgang von
einer Bestandsmasse.

c) Jede Einheit einer Bewegungsmasse (i=1,2,...,n) ist durch Zugangszeit (tz;) und Abgangs-
zeit (tai) gekennzeichnet. Der Zeitraum zwischen Zu- und Abgangszeit d; = ta; - tz heilit
Verweildauer.

Methoden der Erhebung von Bestands- und Bewegungsmassen:
1. Feststellung der Bewegungen (Bewegungsmassen)

a) durch individualisierte Erhebung aller Verldufe, d.h. fiir jede Einheit werden Zugangs- und Ab-
gangszeit festgestellt (= Langsschnitts- oder Verlaufsanalyse);

b) laufende Registrierung aller Bestandsverdnderungen und Auswertung der iiber ein Beobachtungs-
intervall (von t, bis t;) kumulierten Zugéinge (Z.;) und Abgénge (A.;), d.h. der Bruttostrome.

c¢) Feststellung der Bestandsverdnderungen (d.h. der Salden- oder Nettostrome Z;-A,;).

2. Feststellung der Bestinde (Bestandsmassen)

a) durch periodische Inventuren (Zéhlen oder Messen)

b) durch Fortschreibung fiir das Intervall [t,,t]: (12.1) Bj=B,+Z;-A,; (=0,1,..,m)
In GI. 12.1 ist B, der Anfangsbestand, B; der Bestand zum Zeitpunkt t;, Z.; die Anzahl der Zugiinge
und A,; die Anzahl der Abginge im Beobachtungsintervall [t,,t;].

c) Bei Kenntnis sdmtlicher individueller Verldufe (wie in 1a), also bei Langsschnittdaten, ist der Be-
stand zu jedem beliebigen Zeitpunkt bekannt.

Querschnittsanalysen sind die Kombination 1b + 2a
Liangsschnittsanalysen die Kombination 1a + 2c.

Beckersches Diagramm, Bestandsfunktion und Zeitmengenfliche

1. Beckersches Diagramm: Eine graphische Darstellung der individuellen Verldufe ist das
Beckersche Diagramm (Abb. 12.1 fiir Aufgabe 12.1 [siche unten Aufgabenteil]).

2. Bestandsfunktion: Es ist leicht zu sehen, wie aus dem Beckerschen Diagramm (oberer Teil
von Abb. 12.1) die Bestandsfunktion B(t) (t stetig), bzw. B; (Bestinde zu den diskreten Zeit-
punkten t;) herzuleiten ist. Mit jedem Zugang (Abgang) einer Einheit erhoht (verringert) sich
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die Bestandsfunktion um 1.

3. Zeitmengenfldche: Die schraffierte Fliche unter der Bestandsfunktion heiflit Zeitmengen-
flache F, oder genauer F,,, wenn die Fliche "iiber" dem Intervall [t,,t;,] betrachtet wird.

Abb. 2.1 Beckersches Diagramm und
Bestandsfunktion (Bsp.)

Zeitpunkt
Zugang | Abgang
Al 09 10% E
45 45
B 09 10 D .
C 10%° 1230 C a
D 10% 11 R a
E| 1% 12%
Def. 12.2: (offene-, geschlossene Masse) 9‘00 1050 11‘00 1250 13‘00 t
Eine Bestandsmasse heifit geschlossen beziig- B(t)
lich des Zeitintervalls [t,,t,], wenn keine ihrer 2+
Einheiten vor t, zugegangen ist und nach t;,
abgeht (endgiiltig aus dem Bestand ausschei- I+

det). Eine Masse, die nicht beidseitig ge-

schlossen ist, heilt offene Masse. Man kann o o e ” »
e it 11 12 137 t

auch halbseitig und beidseitig offene Massen 9 10

unterscheiden.

12.2. Kennzahlen der Dynamik eines Bestands: Durchschnittsbestand,
durchschnittliche Verweildauer, Umschlagshiufigkeit

Berechnung der Kennzahlen (vgl. Ubers. 12.1)

a) bei Kenntnis der individuellen Verlidufe (Lingsschnittsdaten)

— F
(12.3) B =—= (Durchschnittsbestand)
m

~ 2.4,

124) d=
(12.4) N,

(durchschnittliche Verweildauer).

- F
Bei geschlossener Masse ist Zeitmengenfliche = Verweilsumme (und deshalb d = —"*)

Om

125 U= % — 0 (Umschlagshiiufigkeit)
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Ubers. 12.1: Zusammenhdinge zwischen Kennzahlen zur Beschreibung der Bestandsentwick-
lung

Zeitmengenfliche F,,, bzw. Verweilsumme (etwa Personenjahre)

Zeitdimension (horizontal) Anzahldimension (Bestand) (vertikal)

Division von F,, durch

die Anzahl N von Ein- und Austrittsféllen die Ldange m des Intervalls
I I

durchschnittliche Verweildauer d (Jahre) Durchschnittsbestand B (Personen)

U = Umschlagshiufigkeit, dimensionslos, Verhéltnis von zwei

— m
Zeitintervallenmund d (denn U= j ), bzw. von

" — N
"Anzahlen" N” und B (denn U =§ ).

*) Die Anzahl N = N, ist eine Anzahl von Fillen, nicht notwendig gleich der Anzahl n von Personen (Einhei-
ten) die ein- und ausgetreten (zu- und abgegangen) sind.

b) bei Querschnittsdaten

Zeitmengenfliche und Durchschnittsbestand

Finden die Bestandsénderungen ausschlieflich genau zu den Beobachtungszeitpunkten ¢ (j =
I, ..., m) statt, dann ist die Zeitmengenfliche F_ :ZB j_l(t it j_l). Sind die Beobach-
j

tungszeitpunkte t; (mit j = 1,2,...,m) dquidistant, so dass t;-t;.; = 1 (fiir alle j) und ty-t, = m,
so gilt:

1 1
(12.10) F , = EBO +B,+..+B__, + EBm (chronologisches Mittel)
woraus B wieder mit Gl. 12.3 zu errechnen ist.

Durchschnittliche Verweildauer und Umschlagshdufigkeit

Es ist nicht mehr von Xd; = F,, auszugehen. Vielmehr ist F,;, zu korrigieren um die Zeiten,
welche

= die B, Einheiten des Anfangsbestands vor to bereits dem Bestand angehort hatten (Auf-
bauzeiten d,) und die Zeiten, welche die

= B, Einheiten des Endbestands nach t,, dem Bestand noch angehoren werden
(Abbauzeiten dy,).
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Fom 1st also mit (geschitzten) durchschnittlichen Auf- und Abbauzeiten zu G, (geschitzte
Verweilsumme Xd;) zu korrigieren
(12.6) G, =B,d, +F,_+B d_

G

(12.8) d=—"

N

om

Es sind jetzt Annahmen iiber die mittlere Aufbau- und Abbauzeit nétig. tiblich ist die Annah-
me d,=8d und d_=(1-8)d mit 0<8<1 liefert das

— F
(12.11) d= o und mit 6 = %2 die bekannten Formel
8Z, +(1-8)A
(12.12) g=_2mB
ZOm + A()m

12.3. Stationiire Bevolkerung und Tafelrechnung

Def. 12.3: (Kohorte, Abgangsordnung, stationéire Bevolkerung)

a)

b)

c)

Eine Zugangskohorte oder einfach Kohorte ist die Gesamtheit der gleichzeitig (zum glei-
chen Zeitpunkt tj, bzw. im gleichen Intervall geringer Lénge [t;.1,t;]) zugehenden Einheiten.
Der Umfang dieser Masse, d.h. die Anzahl der zugehenden Einheiten ist 1.

Die Abgangsordnung I, (wobei x = 0,1,...,w das Alter, d.h. die Anzahl der vollendeten
Jahre ist) ist die Anzahl der Uberlebenden des Alters x. Es ist der Restbestand einer Ge-
burtskohorte des Umfangs 1, nach Vollendung von x Jahren. 1, ist monoton fallend.

Bei einer stationdren Bevolkerung (Sterbetafelbevolkerung) wird jede Kohorte (jeder
Geburtsjahrgang) in jedem aufeinanderfolgenden Intervall (in allen folgenden Jahren)
durch eine gleich groe Kohorte (so dass fiir die Zugidnge Z gilt Z;.1; = 1, fiir alle j) mit
gleicher Abgangsordnung ersetzt (d.h. gleicher "Struktur"; It ist nicht von j sondern nur
von x abhingig).

Def. 12.4 (Tafelfunktionen 1, q, p, d, L):

a)

b)

Die einjdhrige Sterbewahrscheinlichkeit qx der x-jdhrigen ist die (bedingte) Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass eine Person, die das Alter von X erreicht hat, das Alter von x+1 nicht
mehr erreichen wird (mit x = 0,1,...,w fiir das Alter in vollendeten Jahren). Die einjihrige
Uberlebenswahrscheinlichkeit py ist demzufolge px = 1 - qy. Auch py ist eine bedingte
Wahrscheinlichkeit.

Samtliche Sterbetafelfunktionen sind allein Funktionen des Alters x und sie sind mit der
Folge der Sterbewahrscheinlichkeiten qx und dem willkiirlich gewéhlten Anfangsbestand
(Geburten) |, eindeutig gegeben:

die Absterbeordnung I, ist ausgehend von einem fiktiven Anfangsbestand von 1, = 100.000
Personen rekursiv zu berechnen mit

(1218) lx+1 :lxpx:lx(l_qx)'

Entsprechend ist die Anzahl dx> 0 der im Altersintervall (x, x+1) gestorbenen Personen
(12.19) d,=1q,=1_-1_,,.
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Wie man leicht sieht, ist de =1,.

d) Mit L, wird die Anzahl der von allen Uberlebenden x-jihrigen Personen bis zum Alter x+1
durchlebten Jahre (die Anzahl der im Intervall (x, x+1) verlebten Personenjahre [eine
Zeitmengenflidche, bzw. lineare Interpolation der Abgangsordnung l]) bezeichnet.

(12.20) L, =%(1x +1,.,,).

Def. 12.5: (Tafelfunktionen T, T#, e, e¥)

a) Die Tafelfunktion Ty, die Zahl der von den Uberlebenden des Alters x noch zu durchle-
benden Jahre ist die Summe der GroBen Ly, Ly,1, Liio,....Ly.

(12.24) T,=>L, x<y<w.
y=x

(12.25) T, =>1, =T + 41,
y=x

Die GroBien Ty und T: sind Verweilsummen; Maleinheit: "Personenjahre".

b) Dividiert man Ty bzw. T: durch die Anzahl der Uberlebenden des Alters x, also durch 1,
so erhilt man mit

(12.26) S S SR P

die (mittlere, durchschnittliche) weitere Lebenserwartung einer x-jdhrigen Person (spricht
man von "der" Lebenserwartung, so ist ey gemeint). Die GroBe ey ist zugleich das durch-
schnittliche Sterbealter der stationédren Bevolkerung, eine Verweilsumme, und es gilt

|Bestand (To) = Zugang (lp) - durchschnittliche Verweildauer (eg) |

bei einer stationdren Bevolkerung.

Ende des Formelteils



