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1. Arten von Verhaltniszahlen

Absolute Grofen, wie Summen oder Durchschnitte (Mittelwerte) usw.
sind, isoliert betrachtet, meist wenig aussagefahig. Sie kdnnen oft erst im
Vergleich mit anderen GrofRen richtig eingeschétzt werden und sie sind
auch abhangig von Umfang und Struktur der Masse, auf die sie sich bezie-
hen.

So mag es z.B. nicht Uberraschen, dass im Lande A die absolute Anzahl der Geburten
grofer ist alsim Lande B, weil A auch mehr Einwohner hat als B. Vergleicht man A und
B aber auf der Basis der Geburtenrate (L ebendgeborene/Wohnbevdlkerung), so ist der
unterschiedliche Umfang der Massen (d.h. der Lander A und B hinsichtlich der Ein-
wohnerzahl) "ausgeschaltet". Noch aussagefdhiger fur die Darstellung "echter" Unter-
schiede hinsichtlich der Fruchtbarkeit ist ein Vergleich, der auch die unterschiedliche
Struktur der beiden Lander hinsichtlich Alter und Geschlecht beriicksichtigt. Entspre-
chend ist auch die absolute Zunahme des Sozial produkts oft nur von geringem Interesse.
Um die Entwicklung zu beurteilen ist es besser mit Wachstumsraten zu rechnen.

Verhdltniszahlen dienen dem Vergleich von Massen, der Beschreibung
von Strukturen (Verteilungen bzgl. "qualitativer" Merkmale) und der Cha-
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rakterisierung der Dynamik einer Entwicklung. Sie sind neben Mittelwer-
ten die am haufigsten auch von Nichtstatistikern benutzten statistischen
Kennzahlen und in ihrer Aussage meist leicht versténdlich. Sie werden
aber auch sehr oft miRverstanden. Die Probleme mit ihnen sind mehr in-
haltlicher als formaler Art.

Bel der Analyse nominalskalierter Variablen spielen Verhdtniszahlen oft die Rolle, die
Mittelwerte bel metrischen Variablen haben. Mit Messzahlen (eine spezielle Art von
Malzahlen) - aber auch mit den gerade bei Okonomen sehr beliebten Wachstumsraten -
werden Daten, die als Zeitreihe (vgl. Def. 11.1) vorliegen, auf sehr einfache Art beschrie-
ben.

Def. 9.1: Verhaltniszahlen

a) Kennzahlen, die as Quotient gebildet sind heil3en Verhaltniszahlen.
Man unterscheidet zwischen Gliederungszahlen, Beziehungszahlen
und Messzahlen, je nachdem, wie Z&hler und Nenner des Quotienten
definiert sind. Auch Wachstumsfaktoren und Wachstumsraten sind al's
Quotienten Verhétniszahlen im weiteren Sinne (vgl. Ubers. 9.1).

b) Bei Gliederungszahlen G, ist der Zahler eine Teilmenge des Nenners.
Die Gesamtheit (Nennermenge) wird nach einem i.d.R. kategorialen
(nominalskalierten) Merkmal in m Teilmassen zerlegt (vgl. Kap. 2
zum Begriff der Zerlegung). Mit dem Umfang n, der i-ten Teilge-
samtheit und n = Zn;, der Gesamtheit bzw. den Merkmalssummen S
und S = XSist eine Gliederungszahl wie folgt definiert

(91 G=7' oder G;% (i=12...n).
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Ubersicht 9.1: Arten von Verhéltniszahlen

Zahlenergebnisse einfacher statistischer
Berechnungen kénnen seind
\

absolute Zahlen VerhdtniszahlenP)
(z.B. Mittelwerte) (Quotienten)
|
Vergleiche von Massen©) Zeitreihend)
| |
| | | |
Gliederungs- Beziehungs- Messzahlenund ~ Wachstumsraten
zahlen zahlen Indexzahlen und -faktoren
(=Quoten) (feste Basis) (variable Basis)
| |
Verursachungszahlen Entsprechungszahlen

@  Zahlenergebnisse statistischer Berechnungen kénnen auch Schétzwerte fir die Pa-
rameter eines Modells sein, z.B. Regressionskoeffizienten.

b) Die englischen Begriffe sind ratios (Verhétniszahlen), rates (Beziehungszahlen),
proportions (Gliederungszahlen) und relatives (Messzahlen).

©) ohne Zeitbezug (Querschnittsdaten).

d Darstellung eines zeitlichen Ablaufs.

Eine Gliederungszahl (Quote, Anteilswert) G; ist "dimensionslos'
(genauer: G; hat keine Mal¥einheit). In der Praxis wird G; mit 100
multipliziert und hat dann die Mal3einheit " Prozent".

c) Bei Beziehungszahlen sind Zahler und Nenner Umféange oder Merk-
malssummen von selbstéandigen Massen, die jedoch in sinnvoller Be-
ziehung zueinander stehen sollten. Die Beziehungszahl ist deshalb
auch i.d.R. nicht dimensionslos. Je nachdem, ob die Z&hlermasse als
von der Nennermasse "verursacht" gelten kann oder nicht unterschei-
det man zwischen Verursachungszahlen und Entsprechungszahlen.
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Ubersicht 9.2: Beispiele fir Gliederungs- und Beziehungszahlen
Typ: E = Entsprechungszahl

G = Gliederungszahl

V = Verursachungszahl
Name Typ|Zahler Nenner
Erwerbsquote G |Erwerbspersonen | Wohnbevdlkerung
Arbeitsosenquote G |Arbeitdose Erwerbspersonen
Produktivit&tar) V | output input
Geburtenrate V | Lebendgeborene | Wohnbevolkerung
Bevolkerungsdichte E |Wohnbevdlkerung | Flache
Aredlitatsziffer E |Flache Wohnbevoélkerung
Arztdichte E |Anzahl der Arzte | Wohnbevolkerung
Rentabilitét V | Gewinn Kapital
Umschlagshaufigkeit® | V |Umsatz Bestand
durchschn. Steueraufk. | V | Steueraufkommen | Wohnbevdlkerung
Hektarertragh V | Ernteertrag landw.Anbauflache
Belastungsquoted E |B(x<20,x>60) B(20<x<60)

3

b)

d)

d)

Produktivitét allgemein. Bei der Arbeitsproduktivitét ist z.B. der Output zu
dividieren durch den Arbeitseinsatz also speziell dem Input des Faktors Arbeit.

Von einigen Autoren auch a's Entsprechungszahlen bezeichnet.

z.B. Umschlagshéufigkeit (-geschwindigkeit) eines Lagers. Lagerbewegungen/
L agerbestand.

Es bedeuten B(x < 20, x > 60) = Bevdlkerung im Alter von unter 20 und Uber 60
Jahren und B(20 < x < 60) = Bevdlkerung im Alter von 20 bis 60 Jahren.

Eine Messzahl setzt einen (meist aktuellen) Wert y, ins Verhéltnis
zum Basiswert y,, wobei t die "Berichtsperiode" und O die (meist zu-
rickliegende) "Basisperiode” (Referenzperiode) ist. Eine dem raumli-
chen Vergleich dienende Messzahl ist analog definiert. Auch
Messzahlen sind wie Gliederungszahlen dimensionslos, weil
KenngréiRen (Umféange, Merkmalsbetrage) gleichartiger Massen ins
Verhdltnis gesetzt werden. Indexzahlen (Kap. 10) sind
zusammengefaldte Messzahlen. Wachstumsraten und -faktoren werden
in Def. 9.3 definiert.

Die Unterscheidung zwischen Gliederungs- und Beziehungszahlen (Ubers.
9.1) wird auch mit Beispielen erlautert (Ubers. 9.2).
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Zum Sprachgebrauch:

Die Begriffe "Quote" und "Rate" werden in Politik, Wirtschaft und Journalismus oft
vollig willkirlich verwendet. Ein krasser Fall von Verwirrung, die entstehen kann, ist
Beispiel 9.2.

So wird z.B. oft von der "Arbeitdosenrate” gesprochen obgleich es sich dabel um eine
Quote handelt. Oder die sog. "Belastungsquote” (vgl. Ubers. 9.2) ist keine Quote,
sondern eine Beziehungszahl .

Quoten sind stets Gliederungszahlen, wobei der Zahler eine echte Teilmenge des
Nenners sein muss und "Raten" sind Beziehungszahlen. In diesem Sinne sind z.B. auch
die Schuldenguote (Schuldenstand/Sozialprodukt) oder die Scheidungsquote (vgl. Bsp.
9.2) keine echten Quoten. Besonders inflationdr wird der Begriff "Quote" bei
betriebswirtschaftlichen Kennzahlen oder in der Finanzstatistik verwendet (z.B.
Schuldendienstquote = Ausgaben fur den Schul dendienst/Staatseinnahmen).

Abb. 9.1: Der "Stellenkegel" der Beamten 1968 und 1983
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Quelle: WiSta 9/1985, S.368*

Beispiel / Losung 9.1:

In den 70er Jahren vollzog sich im ganz besonderen Malie unter den Be-
amten der Bundesrepublik quasi ein "kollektiver Aufstieg”, nicht nur
durch eine allgemeine Erhéhung der Besoldung, sondern auch durch eine
Veranderung der Struktur zugunsten der hoheren Laufbahn- und Besol-
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dungsgruppenl*), wie dies durch die folgende Tabelle gezeigt wird, fur
die geeignete Verhdltniszahlen zu berechnen sind.

Als Verhdltniszahlen eignen sich in diesem Fall besonders Mef3- und
Gliederungszahlen, die in der nachfolgenden Tabelle wiedergegeben sind.

Beamte und Richter nach Besoldungsgruppe’) am
2.10.1968 und am 30.6.1983 in Tausend™*)

Daten Messzahl 1983  Quoten in vH

Besoldungs- | 1968 | 1983 1968=100 1968 | 1983
gruppe ) (2 ©)

1 |B,R3-10,C4 43 19,3 448,8 034 | 1,23
2 |A15-A169 24,4 | 100,2 410,7 193 | 6,38
3 |Al12-Al14 220,1 | 481,1 218,6 17,37 | 30,61
4 |A10-A11 2845 | 187,5 65,9 22,45 | 11,93
5 |A7-A9 334,1 | 489,9 142,8 27,07 | 31,17
6 [A1-A6 390,9 | 293,7 75,1 30,85 | 18,70
Summe 1267,3 | 1571,7 124,00 1009 | 1000

Quelle: Wirtschaft und Statistik Sept. 1985, S. 368"

*) Bekanntlich gliedert sich die Beamtenschaft in vier Laufbahngruppen (einfacher-,
mittlerer-, gehobener- und hoherer Dienst). Innerhalb jeder Laufbahngruppen gibt es
verschiedene Besoldungsgruppen. A und B sind Besoldungsgruppen in der Verwal-
tung, R fur Richter und C fur Hochschullehrer. Die Hohe der Besoldung nimmt von
der ersten bis zur sechsten Zeile ab.

*+) ohne Personen in Ausbildung.

a) sowie R1/R2 und C2/C3in der Richter- und Hochschullehrerbesoldung.

b) ein gewogenes arithmetisches Mittel der einzelnen Messzahlen, gewogen mit der
Struktur gem. Spalte 2.

¢) Die Summen kénnen nur im Rahmen von Rundungsfehlern von 100 abweichen.

Die Berechnung von Gliederungszahlen (Spalten 2 und 3) und deren Dar-
stellung in Abb. 9.1 zeigt deutlich die behauptete Strukturveranderung zu-
gunsten der héheren Besoldungsgruppen. Das bestétigt sich auch durch
die Messzahlen: man sieht dass bestimmte Gruppen weit mehr (z.B. um
348,8%) zunehmen als der Durchschnitt (+24%) und andere unterdurch-
schnittlich zunehmen bzw. sogar abnehmen (d.h. die Messzahl ist kleiner
als 100%).

Die Abnahme der Anteile in Zeile 4 (Bes. Gr. A10/A11) und die Zunahme in Zeile 5
(Bes. Gr. A7-A9) scheinen der These vom Aufstieg durch "Strukturverbesserung” zu

1 vgl. FuRnoten zur folgenden Tabelle in der Losung 9.1.
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widersprechen. Dies zeigt sich aber aus der hier vorgenommenen Zusammenfassung von
Besoldungsgruppen ohne Ricksicht auf Laufbahngruppen. Bei genauerer Betrachtung
der Zahlen zeigt sich, dass die Strukturveranderungen weitgehend darin bestanden, dass
sich 1985 sehr vidle Beamte jeweils auf der fur ihre Laufbahngruppe hdchste
Besoldungsgruppe befanden (insbesondere im gehobenen Dienst), wahrend 1968 die
V erhéltnisse noch ausgeglichener waren:

einfacher Dienst mittlerer Dienst gehobener Dienst
Bes. | 1968 | 1983 Bes. | 1968 | 1983 Bes. | 1968 | 1983
Gr. Gr. Gr.
A5"'S' | 332 | 51,5 A9"S" | 29,5 |104,0 A13") 50 |101,9
A4 63,7 | 804 A7/A8|260,6 |334,7 Al12 68,2 |205,6
A3 745 | 17,3 A5/A6|189,0 [142,1 All 197,2 | 99,0
AL/A2| 305 24 A10 87,3 | 885
S 201,9 (1516 S 479,1 |580,8 S 357,7 [1495,0

*)  und A13"S' bis A15"S" (also Besoldungen fiir Beamte des gehobenen Dienstes die
denen des htheren Dienstes entsprechen)

Die These vom kollektiven Aufstieg belegen auch Messzahlen nach den vier Laufbahn
gruppen fur 1983 (1968 = 100):

einfacher Dienst 75,1 unterdurchschnittliche
mittlerer Dienst 121,2 Zunahme ( <24%)
gehobener Dienst 138,4 Uberdurchschnittliche
hoherer Dienst 166,9 Zunahme ( >24%)
insgesamt 124,0

Das Beispiel zeigt auch, dass es mit einer oder einigen wenigen Verhdtniszahlen oft
nicht getan ist, um sich ein zutreffendes Bild zu machen und dass dieses Bild auch sehr
davon abhéngt, wie das Datenmaterial gegliedert ist.
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Beispiel 9.2:

Der nebenstehende Text aus der Zeitung
DER SPIEGEL (Nr. 37/1976) ist ein
schones Beispiel fiur einen Verwirr-
Text, denn es ist sehr schwer, den
wahren Sachverhalt aus dem Text zu
"rekonstruieren™:

a) Welche GroRen werden miteinander
verglichen?

b) In welchem Sinne wird das Wort
"Quote" benutzt?

c) Was heifdt "Unfalraten” mit Fahr-
zeugkilometer "korrelieren”?

d) Nennen Sie Fdle, in denen gleiche
Grolen (Berechnungen) mit unter-
schiedlichen Worten  beschrieben
werden (oder umgekehrt)!

L6sung 9.2:

a) Verglichen werden verschiedene
Wachstumsraten und zwar
e im "Jahresvergleich” Juni 76 zu
Juni 75 und im
"Halbjahresvergleich" Januar bis
Juni 76 zu Januar bis Juni 75,

e der Anzahl von Unfdlen,
Unfallverletzten und Unfalltoten
mit und ohne Berlcksichtigung
der 1975 bzw. 1976 gefahrenen
Entfernungen.

b) "Quote" ist ganz offensichtlich die
relative Zunahme (also Wachstums-
rate), wie z.B. bei "Toten-" oder
"Verletztenquote', wobel letztere

Verwirr-Statistik

Einen neuerlichen Verfal der
westdeutschen Verkehrssitten
schienen die jungsten Unfallziffern
des Statistischen Bundesamtes in
Wiesbaden zu belegen: Verglischen
mit dem Juni des Vorjahres, sei im
letzten Juni die Uahl der
Verkehrstoten um 7,7 Prozent, die
Zahl der Verletzten um 5,3 Prozent
hoher gewesen; im Vergleich der
ersten Halbjahre 1975 und 1976 sei
die Totenquote um 0,8 Prozent
geringer, die Verletzenrate um 3,7
Prozent hoher ausgefallen. Prompt
fragt die ,Frankfurter Allgemeine":
» Fahren wir wieder unvorsichtiger?
Wohl nicht. Denn unberiicksichitgt
blieben bei den amtlichen Zahlen die
im Vergleichszeitraum betréchtlich
gestiegenen  Kfz-Zulassungen und
Fahrleistungen. Experten des ADAC
machten sich die Mihe, das schiefe
Bild aus Wiesbaden zurechtzuriicken
und die Unfallraten mit
Fahrzeugkilometern zu korrelieren
Im Juni-Vergleich ergab sich
dananch, statt eines Anstiegs der
Todesfdlle um 7,7 Prozentpunkte,
eine gegentiber 1975 um 0,4 Punkte
niedrigere Zahl der todlichen
Unfélle; die absolut um 5,3 Prozent
hohere Verletztenquote leigt bei
korrekter ~ Auswertung um 2,5
Prozent unter der des Juni 1975.
Ahnliches gilt fur den
Halbjahresvergleich: 0,8 Prozent
weniger Tote ds im Vorjahr
bedeuten in Wahrheit ein Absinken
um vier Prozent; und die Verletzten-
Rate lag, statt um 3,7 Prozent, nur
um 0,4 Prozent héher.

beim Halbjahresvergleich auch Ver- DERSPIEGEL, Nr. 37/1976

letztenrate genannt wird. Auch die
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nicht definierte Unfallrate ist wohl so zu verstehen. Im Text sind Quote
und Rate ganz nach Belieben und immer falsch verwendet worden, so
dass der Text verwirrend und fast vollig unverstandlich ist.

c) Gemeint ist offenbar, dass durch die Anzahl der 1975 bzw. 1976 gefah-
renen Fahrzeugkilometer (die den Zahlenangaben zufolge um etwa 8%
zugenommen hat) dividiert wurde.

d) Gleich gesetzt werden nicht nur Quoten und Raten, sondern auch Pro-
zent, Prozentpunkte und "Punkte", ferner Tote, Verkehrstote, Toten-
quote, Todesfalle und todliche Unfélle.

Fazit: Es ist unschon, wenn jemand schulmeisterlich Statistiken kritisiert
und dabei selbst die einfachsten Begriffe der Statistik durcheinanderwirft.

2. Gliederungs- und Beziehungszahlen

a) Gliederungszahlen

Eigenschaften von Gliederungszahlen

Es ergibt sich as unmittelbare Folgerung aus Gl. 9.1:
9.2 0<Gj<1 und
93) 2Gj=1 (i=12,..m).

Zu den Gliederungszahlen gehort auch die relative Haufigkeit h; der
Merkmalsauspragung x; bzw. der i-ten Grofienklasse der Variablen X (Def. 3.1).
Gliederungszahlen beziehen sich aber auch auf kategorial gebildete Teillgesamtheiten,
nicht nur auf metrisch skalierte Variablen und sie kénnen auch Quotienten von
Merkmalssummen sein, nicht nur von Haufigkeiten (Umfange von Massen und
Teilmassen).

| nter pretationsprobleme

Haufig werden aus Gliederungszahlen Schllisse gezogen, insbesondere
Uber Entwicklungen, die nur in Verbindung mit entsprechenden Bezie-
hungszahlen und deren Veranderung zuldssig sind. Hierzu zwei Beispiele:

1. Man schliefdt auf ein besonders hohes Unfalrisiko auf dem Beifahrersitz eines
PKW, weil die Zahl der Unfallopfer, gegliedert nach den vier Sitzen eines PKW, auf
denen die verunfallte Person jeweils gesessen hat, im Falle des Beifahrersitzes am
groften ist. Der FehlschluB rihrt daher, dass nicht berlicksichtigt wird, wie oft die
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einzelnen Sitze besetzt sind. So kann das Unfallrisiko auf einem der hinteren Sitze
groRer sein, wenn man beriicksichtigt, dass diese nicht so oft besetzt sind.

2. Ein zunehmender Anteil Krebstoter an der Gesamtzahl der Sterbefélle muss nicht
ein hoheres Krebsrisiko bedeuten. Mégliche Grinde: die allgemeine Sterblichkeit
sinkt, die Krebssterblichkeit aber unterdurchschnittlich oder die Altersstruktur (auch
wegen des Riickgangs der Sterblichkeit) hat sich veréndert.

Auf ein weiteres Interpretationsproblem, namlich die Strukturabhangigkeit
einer Verhaltniszahl, wird an spéterer Stelle gesondert hingewiesen. Auch
hierfur ein Beispidl:

Eine Klausur gilt als schwerer, weil die Durchfallquote héher ist. Tatséchlich ist aber die
Struktur der Klausurteilnehmer anders. es gab z.B. in der "schwierigeren” Klausur mehr

Wiederholer, deren Durchfallquote oft grofer ist als bei Studenten in ihrem ersten Klau-
surversuch.

Gliederungszahlen und Wahrscheinlichkeiten

Der Anteil der Knabengeburten an der Gesamtzahl der Geburten (eine
Gliederungszahl) ist eine Schédtzung fur die Wahrscheinlichkeit einer
Knabengeburt. Die Wahrscheinlichkeit ist wie eine Gliederungszahl eine
Zahl zwischen 0 und 1. Sie bezieht sich aber nicht auf eine empirisch be-
obachtete und daher notwendig endliche Gesamtheit, sondern auf Ergeb-
nisse eines prinzipiell beliebig (unendlich) oft wiederholbaren Zufallsver-
such.

Zieht man in einer Lotterie bei zehn Losen 9 Nieten (Gewinnquote 1/10 also, 10%) so ist
das naturlich kein Widerspruch zu einer Gewinnwahr scheinlichkeit von 20% (ein ande-
rer Teilnehmer hat mehr Glick und erzielt eine Quote von 30%). Auch geeignet
gebildete Raten (also Beziehungszahlen, z.B. die Todesrate) stehen im Zusammenhang
mit Wahrscheinlichkeiten (z.B. der Sterbewahrscheinlichkeit).

b) Beziehungszahlen

Allgemeine Eigenschaften

1. Dimension:
Anders als Gliederungszahlen und Messzahlen setzen Beziehungszah-
len verschiedenartige Massen ins Verhdltnis. Sie sind deshalb auch
nicht dimensionslos, sondern haben eine Mal3einheit.

2. Umkehrbarkeit:
Beziehungszahlen sind grundsétzlich umkehrbar wie das Beispiel der
Bevolkerungsdichte und der Arealitétsziffer (Ubers. 9.2) zeigt. Einmal
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mif3 man die Anzahl der Personen je Flache (Bevolkerungsdichte), im
anderen Fall (Areditétsziffer) die durchschnittliche Flache um eine
Person.

Ein 6konomisches Beispiel fur die Umkehrbarkeit ist die

Output (z.B. Inlandsprodukt)
Kapitaleinsatz (Anlagevermdégen)

K apital produktivitat =

Der reziproke Wert ist der (durchschnittliche) Kapitalkoeffizient. Die
Kapitalproduktivitét zeigt, wieviel DM Output mit einer eingesetzten
DM Kapital zu erwirtschaften ist und der Kapitalkoeffizient zeigt wie
grof3 der Kapitalbedarf ist (wieviel investiert werden muss) um eine
DM Output zu erwirtschaften.

Zusammenhang mit Mittelwerten:

Beziehungszahlen sind nichts anderes als Mittelwerte, wenn eine
Merkmalssumme (Zahler) zu einer entsprechend abgegrenzten Perso-
nengesamtheit (Nenner) ins Verhdltnis gesetzt wird. Ein Beispiel ist
das durchschnittliche Steueraufkommen (Ubers. 9.2) oder die Bezie-
hungszahl Bierkonsum/Einwohner, der durchschnittliche Bierver-
brauch (der dann alerdings nicht aufgrund der individuellen Ver-
brauchsmengen errechnet ist).

Alle Verhdltniszahlen sind ferner Mittelwerte durch Aggregation (vgl. Kap. 9, Abschn.
5), d.h. sie sind in dem Sinne Mittelwerte dass eine auf die Gesamtmasse bezogene
Verhdtniszahl ein Mittel der entsprechenden Verhéltniszahlen der Teilmassen ist (so ist

z.B.

die rohe Todesrate ein Mittel der altersspezifischen Todesraten).

Verursachungszahlen

1

Der Begriff "Verursachungszahl" ist problematisch weil er eine mo-
nokausale Verursachung suggeriert und der Quotient ist meist nicht
eindeutig, denn

a) esist oft nicht klar welche Nennergrof3e zu nehmen ist und
b) die erwahnte Umkehrbarkeit ist zu beachten.

Zua)

Ein bekanntes Problem ist die zutreffende Beschreibung eines
Unfalrisikos mit PKWs (oder entsprechend die Messung des Flugri-
sikos) durch eine geeignete Mal3zahl. Soll man die Anzahl der Unfélle
mit PKWs dividieren durch

e die Einwohnerzahl,
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e den Bestand an PKWs,

e die Anzahl der gefahrenen Kilometer oder

e das Produkt dieser Grofe mit der Anzahl der beférderten
Personen (also die "Personenkilometer”)?

2ub)

Man mag die Kapitalproduktivitat als Verursachungszahl bezeichnen,
wohl kaum aber den reziproken Kapitalkoeffizienten. Im Zahler der
Kapitalproduktivitdt steht Ubrigens der Output aller Pro-
duktionsfaktoren, nicht nur der des Kapitals, weshalb diese Bezie-
hungszahl auch nicht kausal interpretiert werden darf.

2. Verursachungszahlen sind meistens Verhdtnisse von Bestands- und
Bewegungsmassen, wie z.B. die

L ebendgeborene eines Jahres
gebarfahige Frauen Y1 in der Mitte d dieses Jahres

Fruchtbarkeitsrated =

a fruher war die Bezeichnung Fruchtbarkeits'ziffer" tblicher, entsprechend sprach man
friher von der Sterbeziffer oder der Geburtenziffer (heute: Todesrate, Geburtenrate
[besser: Geborenenrate]).

b] Frauenim Alter zwischen 15 und 45 Jahren.

¢l oder im Durchschnitt des Jahres.

Begriff der " Rate"

Eine "Rate" bezieht die Haufigkeit eines Ereignisses in einem Zeitintervall auf die durch-
schnittliche Anzahl der Einheiten, die (zu Beginn des Intervalls) dem Risiko des
Ereignisses ausgesetzt waren.

Sie steht in einem Zusammenhang mit

e der Wachstumsrate und
e der Wahrscheinlichkeit.

Die Differenz zwischen der Geburten- und der Todesrate ist die "natirliche” (durch
Geburt und Tod) Wachstumsrate der Bevélkerung.

Die altersspezifische Sterberate (als Verursachungszahl) z.B. der 60jdhrigen Manner
kénnte eine Schéatzung der Sterbewahrscheinlichkeit sein, wenn die Sterbeféle 60-
jahriger Méanner des Jahres t bezogen wéren auf den Bestand an Lebenden zu Beginn des
Jahrest (Ublich ist aber: in der Mitte, oder im Durchschnitt des Jahrest) .

Gemeint ist dabel die einjhrige Sterbewahrscheinlichkeit 60-jéhriger Méanner, d.h. die
(bedingte) Wahrscheinlichkeit das Alter 61 nicht mehr zu erreichen, wenn man
(Bedingung!) das Alter von 60 erreicht hat. Die unbedingte Sterbewahrscheinlichkeit,
irgendwann einmal zu sterben, egal in welchem Alter, ist natirlich immer 1.
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Beispiel 9.3:

Fir die Bundesrepublik ("alte" Bundeslander) galten 1990 etwa (gerundet)
die folgenden Zahlen:

Ehescheidungen 140 Tausend Wohnbevdlkerung 60 Millionen
Eheschlief3ungen 400 Tausend Bestand an Ehen 15 Millionen
L ebendgeborene 600 Tausend

Man berechne die folgenden Beziehungszahlen

1. Lebendgeborene je 2. Ehescheidungen je
a) 1000 Einwohner a) 1000 bestehende Ehen
b) 100 bestehende Ehen b) 100 geschlossene Ehen

und interpretiere die Ergebnisse!

L6sung 9.3:
Die vier Beziehungszahlen sind leicht zu berechnen:

1a) 10 also 1% (das ist die sog. rohe [allgemeine] Geburtenrate),
1b) 4 also 4%.

2a) 140/15 = 9,333 also 0,93%. Diese Grofe und 2b) sind auch bekannt
als Scheidungs-"quote”,

2b) (140/400)100 = 35 (als0 35%).

I nter pretation (verbreitete Fehlinter pretationen):

Bel der Interpretation der Geburtenrate [ Geburtenziffer] und der Scheidungsguote (die
keine Quote, sondern eine Beziehungszahl ist) wird oft vergessen, dass es sich um die
Geburten bzw. Scheidungen eines Jahr es handelt. Die Interpretation von 1b): "von 100
Ehen haben nur vier ein Kind" widerspricht ganz offensichtlich der Erfahrung. Richtig
waére: nur vier (von 100) Ehepaare haben in diesem Jahr ein Kind bekommen. Auf der
gleichen Linie liegt die Fehlinterpretation von 2a): noch nicht eéinmal 1% der Ehen endet
vor dem Scheidungsrichter (diese Interpretation wére nur zuldssig, wenn die
durchschnittliche Verweildauer in der Ehe ein Jahr wére). Man kann auch nicht sagen
[im Sinne von 2b)]: etwa jede 3-te Ehe (35%) wird geschieden, denn es sind die
Scheidungen eines Jahres (von Ehen, die in einem Zeitraum von vielen friheren Jahren
geschlossen wurden), die verglichen werden mit den Eheschlief3ungen dieses gleichen
Jahres. Eine solche Interpretation wére aber zuldssig, wenn der Bestand an Ehen dem
Modell der stationdren Bevolkerung (=Sterbetafelbevolkerung) entspréache und diese
Scheidungsguote (gem. 2b) jedes Jahr 100 % (statt 35%) betragen wirde (vgl. Kap. 12).
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c) Partielle Assoziation

Gegeben seien drel dichotome Merkmale X,Y und Z. Unter der partiellen
Assoziation erster Ordnung versteht man die Assoziation zwischen zwel
Merkmalen (etwa X und Y) in einer der beiden Tellgesamtheiten bezlig-
lich des dritten Merkmals (alsowennZ =z, = lundwennZ =z, =0 ist) .
Von Interesse sind die Beziehungen zwischen diesen beiden partiellen As-
soziationen und der Assoziation von X mit Y in der Gesamtheit (die man
auch partielle Assoziation nullter Ordnung nennen konnte) und deren In-
terpretation. Mit dem Kreuzprodukt (Gl. 7.47) als Assoziationsmal3 erhalt
man:

xz|-lyz|
P,

Hierin sind |xy;z,| und [xy;z,| die beiden partiellen Assoziationen, p, ist
der Anteil der Merkmalstréger mit Z =z, = 1und g, = 1 - p, der Anteil der
Merkmalstréager mit Z =z, = 0.

Gl. 9.4 hat folgende Interpretation:

Die Assoziation zwischen X und Y in der (inhomogenen) Gesamtheit ist
eine Summe der "internen Assoziation" (Al)

(94) Iyl = pyxy;zy| + g, [xy;zol+

[(948) Al =p,xyizy| + g, xyizd |

und der marginalen Assoziation AM, d.h. der auf die eindimensionalen
Randverteilungen bezogenen Beziehung zwischen X und Y mit Z (der
Kontrollvariablen):

_ xzllyz] _ [xz|'lyz|
(9.4p) AM =57 =05,

30 dass man erhélt
[(9.40) |xy|= Al + AM. |

Man beachte, dass die Kreuzprodukte |xy|, [xz| und |yz| jeweils Kovarian-
zen darstellen und dass die Varianzen der dichotomen Merkmale £ = p, g,
und s¢ und sZ entsprechend definiert sind.

Fur die Interpretation von besonderem Interesse sind die folgenden beiden
Spezidfdlle:

1) Scheinkorrelation Al = 0 (die Assoziation |xy| ist ausschlief3lich
auf die Assoziation von X und Y mit Z zurtckzufihren) und

2) AM =0 (die Assoziation [xy| ist das gewogene Mittel der partiel-
len Assoziationen), weil X und Y nicht mit Z korreliert sind.
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Im ersten Fall gilt fur die Vierfelderkorrelationen (Phi-Koeffizienten gem.
Gl. 7.46), die hier mit r bezeichnet werden sollen,

(95 T,

Das ist die Analogie zum Verschwinden der partiellen Korrelation bei
metrisch skalierten Merkmalen (r,,, = O, was kennzeichnend ist fir
Scheinkorrelation zwischen X und Y).

v = Iz vz

d) Allgemeine Interpretationsprobleme von Gliederungs
und Beziehungszahlen

In diesem Abschnitt sollen die folgenden Probleme im Umgang mit Glie-
derungs- und Beziehungszahlen betrachtet werden:

1. dieKonstruktionsprinzipien von Beziehungszahlen:
e Bildung homogener Massen
e Ausscheiden unbeteiligter Massen

2. dasProblem der Strukturabhangigkeit, d.h.

e der Unterschied zwischen Verhdtniszahlen (insbesondere
Gliederungss und  Beziehungszahlen) kann  alein
strukturbedingt (und nicht "echt") sein,

e das Simpson-Paradoxon

3. die Scheinkorrelation.
Die Probleme Nr. 2 und 3 sind Folge der Abhangigkeit der untersuchten
Beziehung von einer "dritten” Variablen.

1. Konstruktionsprinzipien

Der oberste Grundsatz der Konstruktion von Beziehungszahlen (oder all-
gemeiner Mal3zahlen) ist:

Aquivalenten (in den relevanten Aspekten gleichen) Sachverhalten ist ein
gleicher Zahlenwert der Mal3zahl zuzuordnen, nicht-aquivalenten Sach-
verhalten dagegen ein verschiedener Zahlenwert.

Ist fr den Ernteertrag allein die GrofRe der Anbaufléche relevant, weil z.B. der Ertrag der
Flache proportional ist, so ist der Hektarertrag (Ubers. 9.2) eine sinnvolle
Beziehungszahl. Andere Einfluf¥faktoren, wie z.B. Klima, Bodenart, Bearbeitungstechnik
[z.B. Dungung], oder Art [Rechtsform usw.] des landwirtschaftlichen Betriebs sollten fur
die Grof3e des Ertragsirrelevant sein.
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Wenn das nicht der Fall ist, dann sollten (am Beispiel des Hektarertrags) nur Ertrége von
Flachen bei gleichem Klima, gleicher Bodenart usw. in die Berechnung der entsprechen-
den Verhédtniszahlen einbezogen werden.

Haufig sind deshalb Z&hler und Nenner einer Verhéltniszahl zu spezifizie-
ren, um die verglichenen Massen homogener zu machen, denn:

Nur homogene Massen reprasentieren einen einheitlichen Ursachenkom-
plex; sind die Massen inhomogen, so nivellieren sich charakteristische
Unterschiede, die herauszustellen gerade die Aufgabe einer Beziehungs-
zahl sein kann. Die Homogenisierung geschieht durch:

e Ausscheiden unbeteiligter Telle einer Masse:
Ein Land A kann einen geringeren Bierverbrauch "pro Kopf" der Be-
volkerung haben als das Land B, weil die Altersstruktur anders ist. Es
kann sinnvoller sein, Sduglinge und Kinder aus der Nennermasse aus-
zuscheiden und nicht die Gesamtbevolkerung, sondern die Bevolkerung
ab eines bestimmten Alters als Bezugsgrofie zu wahlen.

¢ Bildung spezifischer Verhdtniszahlen:
Esist z.B. in der Bevolkerungsstatistik tblich, viele Verhdtniszahlen
nach Alter und Geschlecht zu differenzieren, etwa die Erwerbsguoten:
der Verlauf der altersspezifischen Erwerbsguoten der Frauen zeigt u.a.
deutlich den Einflufd der Familienbildung (in einem Altersintervall von
ca. 25 bis 40 Jahre) auf die Erwerbsbeteiligung von Frauen.

2. Strukturabhéngigkeit und Simpson-Paradoxon

Wie an spéterer Stelle (Abschn. 5d) gezeigt wird, ist eine Verhatniszahl
stets ein gewogenes Mittel von speziellen ("spezifischen", d.h. fur Tellge-
samtheiten gebildeten) Verhaltniszahlen des gleichen Typs. Folgerungen:

e Deshalb kénnen sich zwel Verhdtniszahlen alein durch die Gewich-
tung unterscheiden (Struktureffekt; Beispiel 9.4);

e Standardisierung (vgl. Abschn. 5d) ist ein Verfahren, um beim Ver-
gleich von Verhéltniszahlen den Struktureffekt auszuschalten;

e Aufgrund unterschiedlicher Gewichtung (Struktur) kann im Extremfall
das Simpson Paradoxon auftreten (Beispiel 9.5).
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Def. 9.2: Simpson Par adoxon

Die Tatsache, dass ein Mittelwert oder eine Verhdltniszahl (z.B. eine
Quote, ein Antellswert) fur eine Gesamtheit A gréR3er sein kann, als fir
eine andere Gesamtheit B, obgleich diese Grofe (Mittelwert oder Ver-
haltniszahl) in allen Teilgesamtheiten von A kleiner ist alsin denen von B,
ist bekannt als " Simpson-Paradoxon™ (nach Th. Simpson 1710 - 1761).

Beispiel 9.4:

(Strukturabhangigkeit): Die Sterbeziffer [Todesrate] (= Zahl der Gestor-
benen je 1.000 Lebende) von Geistlichen ist viel hoher (0,55%) als die der
Bergarbeiter (0,15%) [fiktive Zahlen]:

Alters- Geistliche Bergarbeiter

klasse Lebende Gestorbene| Lebende Gestorbene
unter 50 100 10 900 90
Uber 50 900 540 100 60
Insgesamt 1000 550 1000 150

Kann man aus den Angaben schlief3en, dass der Beruf des untertage arbei-
tenden Bergmanns "gesiinder” ist, as der des Geistlichen?

L 6sung 9.4:

Man kann nattrlich nicht in der Weise schlief3en, wie dies die Fragestel-
lung nahelegt. Der Grund ist die unterschiedliche Altersstruktur der
Geistlichen und der Bergarbeiter. Der Antell der unter 50-jahrigen ist bel
den Geistlichen 10% und bel den Bergarbeitern 90% (entsprechend sind
die Anteile der Uber 50-jdhrigen 90% und 10%). Die atersspezifischen
Todesraten (Sterbeziffern) sind fur beide Berufe in beiden Altersklassen
gleich, namlich bei

den unter 50-j&hrigen : 10%

den Uber 50-jdhrigen : 60%.
Die rohen Todesraten sind (mit den Anteilen 10% und 90% fir die Al-
tersstruktur) gewogene arithmetische Mittelwerte:
fur die Geistlichen: 0,55=0,1-0,1 + 0,9-0,6
fur die Bergarbeiter: 0,15=0,9-0,1 + 0,1-0,6 .
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Beispiel 9.5:

(Simpson-Paradoxon): Das Beispiel 9.4 wird wie folgt modifiziert:
Alters- Geistliche Bergarbeiter
klasse | Lebende | Gestorbene| Rate? | Lebende | Gestorbene| Rate?
< 50 100 10 0,10 600 80 0,13

> 50 900 540 0,60 400 280 0,70

S D | 1000 550 0,55 1000 360 0,36

a  Todesraten.
b) bzw. Durchschnitt.

Die altersspezifischen Todesraten der Bergarbeiter sind in allen (beiden)
Altersklassen hoher, as die der Geistlichen und trotzdem ist die rohe
(gesamte) Todesrate der Bergarbeiter niedriger, als die der Geistlichen
(Simpson-Paradoxon). Woran liegt das?

Losung 9.5

Der Struktureffekt (Bergarbeiter sind jinger), der dahingehend wirkt, dass
die rohe Todesrate der Bergarbeiter kleiner sein mifdte, als die der Prie-
ster, wirkt dem echten Unterschied in der Sterblichkeit (Todesraten der
Bergarbeiter in allen Altersklassen grof3er) entgegen.

3. Scheinkorrelation

Das Konzept der Scheinkorrelation ist in Def. 7.9 definiert (Korrelation
zwischen zwel Variablen nur weil diese gemeinsam abhangig sind von ei-
ner dritten Variablen) und wird im folgenden Beispiel demonstriert.

Beispiel 9.6:
Einer (fiktiven) Statistik zufolge ergaben sich die folgenden Daten Uber
die Unfallhaufigkeit von Mannern und Frauen:

Autounfall Manner | Frauen Summe
wenigstens einmal 3.122 2.255 5.377
nie 3.958 4.695 8.653
Summe 7.080 6.950 14.030

Beispiel entnommen aus dem Lehrbuch von H. Zeisel, Say it with Figures (deutsche
Ubersetzung: Die Sprache der Zahlen, Koln, Berlin 1970, S. 126).

Kann man aufgrund dieser Zahlen schlief3en, dass Frauen bessere
(sicherere) Autofahrer sind als Ménner?
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Ldsung 9.6:

Eine Schlussfolgerung in der genannten Weise ist sehr verbreitet. Sie wird
auch nahegelegt durch die Berechnung von Quoten. Betrachtet man die
"Quote der mindestens einmal Verunfallten”, so ist sie bei den Mannern
3122/7080 = 0,441 (also 44,1%) und bei den Frauen 2255/6950 = 0,324,
also nur 32,4% (fur die Gesamtheit ist die Quote natiirlich ein gewogenes
Mittel der beiden Quoten; sie betragt 5377/14030 = 0,383), so dass Frauen
scheinbar die besseren Autofahrer sind als Méanner.

Bei genauerem Hinsehen kann sich dies aber als Scheinkorrelation erweisen. H. Zeisel
untersucht die "Fahrhaufigkeit" (>10.000 oder < 10.000 Meilen im Jahr) als dritte, die
Scheinkorrelation erzeugende Variable mit folgenden Zahlen:

haufiges Fahren seltenes Fahren
Unfal Méanner Frauen X Manner Frauen X
wen. Einmal 2.605 996 3.601 517 1.259 1.776
nie 2.405 919 3.324 1553 3.776 5.329
Summe 5.010 1.915 6.925 2.070 5.035 7.105

Berechnet man jetzt die entsprechenden Quoten, so sind sie in den Teilgesamtheiten
"haufiges" und "seltenes Fahren" fir Manner und Frauen jeweils gleich, was ein
Zeichen dafr ist, dass die Korrelation zwischen Geschlecht und Fahrtiichtigkeit nur eine
Scheinkorrelation ist.

Man kann den Nachweis der Scheinkorrelation auch mit Assoziationsma-
3en fuhren. Der Zusammenhang von Gl. 9.4 stellt sich hier mit X: Ge-
schlecht, Y: Unfallhéufigkeit und Z: Fahrhaufigkeit wie folgt dar:
(9.4) Iyl = p, vzl + a,Ixyizel + xzllyzip.g,

Ixy| = 0,0291225, f =r,, = 0,1198 (Phi-K oeffizient)

p, = 6925/14030 = 0,4936 und entsprechend ¢,= 0,5064

Xy;z,| = - 0,00002888 (f = -0,000129 also » 0)

und |xy;z,| = -0,00006012 (f = -0,0003056 also » 0).

Das Verschwinden der beiden partiellen Assoziationen ist ein Zeichen fir
Scheinkorrelation. Fir die marginalen Beziehungen erhdt man:

xz| = 0,108013 (f =r,, = -0,4321) und |yz| = 0,067498 (r,, = 0,2777), SO
dassr,, ~I,,I,,. Fernerist AM = 0,029167 ~ [xy| = 0,0201225 und Al ~ 0.

xz'yz*

3. Messzahlen

Die Messzahl my, (d.h. zur Basis O, Berichtszeit t) einer Variablen Y ist
nach Def. 9.1 die Grole:
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%
(9.6) my= Vo

bei der diskreten Zeitvariablet = 0,1,2,...,T bzw. die mit 100 multiplizier-
ten Grofden

(9.68) My," = 100my, = 100%.
0

Die Grof3e t kann, muss aber nicht "Zeit" bedeuten. Messzahlen konnen
z.B. auch dem réaumlichen Vergleich dienen, wenn O das Basisland und t
das Vergleichdand ist.

Eigenschaften von M esszahlen:

1. Messzahlen haben die in Ubers. 9.3 definierten und leicht zu
verifizierenden Eigenschaften, die nicht unbedingt auch fir
Indexzahlen (Kapitel 10) gelten miissen.

2. AusGl. 9.6 folgt, dass die Bildung von Messzahlen eine Lineartrans-
formation darstellt: y, wird mit der Konstanten (y,)-* multipliziert,
d.h. die Entwicklung der Zeitreihe y, (also der Folgey, Y,,..., ¥, wird
in Einheiten [bzw. bei my,” in Prozent] des Basiswertsy,, dargestel It.

3. Das wohl wichtigste methodische Problem ist die Wahl der Basispe-
riode, z.B. des Basigahres. Die Regel ist, ein "Normaljahr" (ohne
auffallende Besonderheiten) zu wéhlen damit die nachfolgende
Entwicklung nicht unter- oder Uberzeichnet wird. Man kann sich an
Beispielen leicht klar machen, welchen Effekt die Wahl eines
extremen Jahres als Basigahr hétte.
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Ubersicht 9.3: Eigenschaften von Messzahlen

Eigenschaft Inhalt der Forderung

| dentitét My = My = 1 (Mg = m;; = 100)
Identitét von Basis und Berichtsperiode

Dimensionalitét Miaor = /@Yo = My = YilYo

Unabhangigkeit von der Mal3einheit der Messwerte

Zeitumkehrbarkeit | Mg = Mgt

(Reversibiltat) Vertauschung von Basis- und Berichtsperiode (mmg, = 1)
Zirkularitét fur jedrei Perioden O,sund t gilt my, = mymy
(Transitivitét, Verkettbar- ]

Keit) (= Verkettung, Folgerung: my = mg/mgs[= Umbasierung])

Faktorumkehrprobe |ist fur alle Perioden die GrofRe W das Produkt
aus P und Q so gilt fir die entsprechenden

Messzahlen m{; = m;,mg *)

*)  z.B. eéine Wertmesszahl m\é\t/ ist das Produkt aus Preis- und Mengenmesszahl.

4. Zweck der Messzahlenbildung ist die Vergleichbarmachung von
Wachstumsvorgangen, die sich auf einem unterschiedlichen absoluten
Niveau abspielen, z.B. der Staatsverbrauch und der meist fast dreimal
So grof3e Private Verbrauch in Beispiel 9.7.

5. Die Messzahlen m%) = x,/x, und mY¥ = y,/y, der Zeitreihen X, und Y,

haben fir alle Perioden t = 1,2,...,T die gleichen Wachstumsraten wie
die Zeitreihen X, und Y, selber.

6. Die Messzahl my, der Beziehungszahl z, = y,/x, ist das Verhdltnis (die
Beziehungszahl) der Messzahlen mg, und mg,* aso my = mi/my,.
Praktische Bedeutung: Berechnung der Messzahlen der Produktivitét
aufgrund der Messzahlen von Output und Input ohne Rickgriff auf die
absoluten Grofien von Output und Input.

Ist Z ein Produkt, etwa z, = y, X, so gilt (Faktorumkehrprobe!) mg, =
Mg MYy

Beispid / Losung 9.7:

Gegeben sind die Werte (zu jeweiligen Preisen) fur den Privaten Ver-
brauch (PV) und den Staatsverbrauch (SV) in Mrd. DM in der Bundesre-
publik Deutschland, fir die Messzahlen zur Basis 1980 zu bilden sind (bei
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der mit 100 multiplizierten Messzahl my," schreibt man Ublicherweise die
an sich unsinnige "Gleichung” 1980 = 100):

Messzahlen my, Mo

Daten zur Basis 1980 (far SV)
Jahr PV sV PV sV 1980=100
1980 840,78 | 297,79 1,0 1,0 100
1981 887,85 | 318,16 1,0560 | 1,0684 106,84
1982 918,05 | 326,19 1,0919 | 1,0954 109,5
1983 964,16 | 336,21 1,1467 | 1,1290 112,90
1984 | 1003,57 | 350,23 1,1936 | 1,1761 117,61
1985 | 1038,34 | 365,66 1,2350 | 1,2279 122,79
1986 | 1068,61 | 382,72 1,2710 | 1,2852 128,52
1987 | 1112,68 | 396,97 1,3234 | 1,3331 133,31
1988 | 1156,81 | 411,46 1,3759 | 1,3817 138,17

Quelle: Jahresgutachten des Sachverstandigenrats 1989/90, Tab 25

Man erkennt unschwer, dass der Staatsverbrauch von 1980 bis 1988 nur
geringfligig stérker angestiegen ist (ndmlich um 38,2%, Prozent von
1980), als der Private Verbrauch (der um 37,6% gestiegen ist). Beim
Vergleich der Ursprungszahlen 411,46 und 1156,81 fur 1988 mit 297,79
und 840,78 fir 1980 wére das auf einen Blick kaum moglich zu erkennen.

Aul¥erdem ist leicht zu sehen (vgl. Abb. 9.2), dass es auch Perioden gibt,
in denen SV langsamer ansteigt, als PV, auch wenn Uber die ganze
Zeitspanne (von 1980 bis 1988) SV stérker angestiegen ist, als PV.

Beispiel 9.8:
Die Messzahlen des Beispiels 9.7 zur Basis 1980 sind umzubasieren auf
das "neue" Basigahr 1985!

Ldsung 9.8:

Eine Neuberechnung sdmtlicher Messzahlen aus den Ursprungswerten ist
nicht erforderlich. Zur Berechnung von Messzahlen mg;, aus den
Messzahlen mg,, reicht es aus, ale Messzahlen mg,, durch mg, g zuU
dividieren, aso bei PV ale Messzahlen durch 1,235 und bei SV durch
1,2279.

Fur die mit 100 multiplizierten Messzahlen m" gilt entsprechend die For-
mel: mgs, = (Mgy,/Mgygs)-100 fur alle Jahret = 80,81.,...,88.
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Abb. 9.2: Messzahlen und Ursprungsdaten von Privatem Verbrauch und
Staatsverbrauch 1960 bis 1988

Privater Verbrauch: durchgezogene Linie, Staatsverbrauch: gestrichelte Linie
a) Ursprungsdaten b) Messzahlen 1980=100 ¢) Messzahlen 1960=100
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Umbasierung und Verkettung:

Umbasierung (Basiswechsdl) ist die Umkehrung der Verkettung. Mit den
Perioden 0,s und t (etwa 1980, 1985 und 1990) bedeutet

Umbasierung: die bisherige Messzahl m, ist auf die neue Basis s umzu-
stellen (um sie z.B. mit anderen Messzahlen der Basis s vergleichen zu
kénnen). Esist also die Messzahl m, zu bestimmen.

Verkettung: zwel Messzahlenreihen zur Basis O und s sind zu einer lan-
gen Reihe zusammenzufiigen (die Reithe mit der Basis O ist mindestens
bis s gefuhrt worden).

L 6sung:
a) Messzahlen my,mg:
: : _ My
Umbasierung: My ="m
0Os
Verkettung: Mg = Mo My

(Bemerkung: dahinter steht der "Dreisatz" my/mgs=m st/mss wegen mg = 1)

b) Messzahlen mg, m (mit 100 multiplizierte Messzahlen):

. My
Umbasierung: my =1, 100
0Os
Mg My
Verkettung: Mo =100

4. Wachstumsraten und Wachstumsfaktor en

a) Wachstumsraten und Wachstumsfaktoren bel
diskreter Zeit

Gerade in der Okonomie ist es sehr verbreitet mit Wachstumsraten
(relativen Zuwéachsen) zu argumentieren. Die Rechenregeln fur den Um-
gang mit Wachstumsraten (z.B. Berechnung einer mittleren Wachstums-
rate, der Schlu von der Wachstumsrate des Preisniveaus P auf die
Wachstumsrate der reziproken Kaufkraft K [K = 1/P], vgl. Beispiel 9.12)
sind aber haufig nicht bekannt, so dass es angebracht erscheint, hierauf
kurz einzugehen.
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Jede Wachstumsrate bezieht sich auf ein Intervall bestimmter Lange. Es ist unmittelbar
einsichtig, dass die Verzinsung eines Kapitals mit 5% per anum (also jahrlich) einen
geringeren Zinsertrag bedeutet als eine monatliche Verzinsung von 5%. Mit einer
Grenzbetrachtung bei infinitesimal kleinen (kurzen) Intervallen wird die Zeit zu einer
stetigen Variable und die Formeln haben dann z.T. eine andere Gestalt als bei diskreter
Zeitvariable.

Def. 9.3: Wachstumsr ate und Wachstumsfaktor bel diskreter Zeit t

a) Mit der diskreten Zeitvariable t = 0,1,2,..., T erhdt man fir die
Wachstumsrate und den Wachstumsfaktor (auch Gliedziffer oder
Kettenindex genannt) der Zeitreihe y, (d.h. der Zahlenfolge
YorY1r-- VoY1) die folgenden Ausdriicke:

9.7) r, = XtVXt_‘L =w,-1 (r; Wachstumsrate),
t-1

9.8) w, = S/XL = +1 (w,: Wachstumsfaktor).
t-1

b) Fir ein Wachstum mit konstanter Wachstumsrate [z.B. Verzinsung
mit Zinseszins] r (r,=r fur alet=0,1,...,T) gilt:

1(9.9) y,=y,wi=y,(1+)'  (Wachstum mit konstanter Rater).

Bei variierenden Wachstumsraten r, lautet die Wachstumsgleichung:

T T
(9.10) yr = yo(L+r)(1+ry)..(1+rr) = yo [1(2+r) =yo [Tw, .
t=1

t=1

c) Als mittlere Wachstumsrate r soll digjenige konstante Wachstumsrate
bezeichnet werden, die Uber den gleichen Zeitraum von O bis T zum
gleichen Wachstum von y, zu y; gefuhrt hétte, wie die tatséchlichen
(unterschiedlichen) Wachstumsraten r,r,...,I+. Daraus folgt, dass r aus
dem geometrischen Mittel der Wachstumsfaktoren w, zu berechnen ist

T T
(9.1 r=(ww,..wp)¥T -1= {Hwt} -1.
t=1
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Bemerkungen zu Def. 9.3:

1

Druckt man die Wachstumsrate in Prozent aus, so ist der Wert r, mit
100 zu multiplizieren (diese prozentuale Wachstumsrate sei p,
genannt: p, = 100-r,). Fir das Wachstum mit konstanter Rate erhalt
man dann die vielen Kaufleuten bekannte Formel:

Yo(1 + p/100)" fur das Kapital y,, nach t = n Perioden (Jahren).

Gl. 9.9ist die Ldsung der Differenzengleichung

Vi = Wy, (t=1,2,...,T) mit dem Anfangswert y,,.

In der Okonomie ist die halblogarithmische graphische Darstellung
von Daten sehr beliebt (Ordinate: log(y,) statt y, und Abszisse t). Aus
Gl. 9.9 folgt:

(9.98) log(y,) =log(y,) +wt, |

d.h. bei Wachstum mit konstanter Rate ist die Zeitreihe y, in halblog-
arithmischer Darstellung eine Gerade. Zwei Zeitreihen x, und y,, diein
bestimmten Intervallen (etwa a < t < b) in halblogarithmischer
Darstellung paralel verlaufen, haben in diesem Interval gleiche
Wachstumsraten.

Der Wachstumsfaktor w, ist der Faktor, mit demy, ; zu multiplizieren
ist, um y, zu erhaten. Man kann w, as Messzahl mit variabler Basis
betrachten und w, ist unabhangig von der Wahl einer Basisperiode;
d.h. man kann Wachstumsfaktoren (und damit auch Wachstumsraten)
auch aus entsprechenden Messzahlen mit beliebiger aber gleicher Ba-
sis errechnen, da

My My

W, = = .
Mgy Mgy

Wahrend die Wachstumsrate r, positive und negative Werte annehmen
kann, gilt i.d.R. fir den Wachstumsfaktor w;, > 0 (denn w, < 0 wére
eine Abnahme um mehr als 100% und y wird i.d.R. als nichtnegativ
angenommen). Aus Def. 9.3 folgt, dass fir r, und w, stets gilt:

rr=w,-1 und w,=r,+ 1. Hierzu folgende Beispiele:
r.=+0,2 (20% Zunahme) w, =1,2
r, = +0,06 ( 6% Zunahme) w, = 1,06
r, = -0,05 ( 5% Abnahme) w, = 0,95
r, = -0,32 (32% Abnahme) w, = 0,68.
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6. Man beachte, dass die Zeit diskret ist, d.h. es wird mit
"Einheitsintervallen" (z.B. ein Monat, ein Quartal, ein Jahr usw.) ge-
rechnet. Wird dies nicht beachtet, so entstehen typische Fehlschllisse
(weil trotz diskreter Zeit so gerechnet wird, wie es nur mit stetiger
Zeit zuldssig ist), auf die in den Beispielen 9.10 bis 9.12 hingewiesen
wird.

7. Auf dem gleichen Fehlschlul? beruht die Berechnung eines arithmeti-
schen Mittels wenn es gilt, eine mittlere Wachstumsrate r zu berech-
nen. Damit wird r meist Uberschétzt. Wie Teil ¢ von Def. 9.3 zeigt, ist
vom geometrischen Mittel der Wachstumsfaktoren auszugehen (vgl.
auch Bsp. 9.11).

8. Die Wachstumsraten-Transformation ist eine nichtlineare Transformation der
Zeitreihe y, (wahrend die Bildung von Messzahlen eine lineare Transformation dar-
stellt), d.h. dass die Gestalt der Zeitreihe r, von derjenigen der Zeitreihe y, durchaus
verschieden sein kann. Das gilt v.a. fur die Lage von Maxima und Minima, die in
der Okonomie (z.B. bei der Konjunkturdiagnose) auch "Wendepunkte' genannt
werden (vgl. Bsp. 9.15).

Beispiel 9.9:

(Ein Beispid fir Wachstum mit konstanter Wachstumsrate bel diskreter Zeit:
Ausbreitung des Vampirismus nach dem Wiedererscheinen von Graf Dracula. Hinwels
fir Leser, die mit dem Vampirismus nicht vertraut sind: wenn ein Vampir V einen
Nichtvampir bei3t und ihm das Blut aussaugt, dann wird dieser ebenfalls zum Vampir,
aber V stirbt durch den Biss nicht, sondern er ist im Gegenteil darauf angewiesen
weiteren Menschen das Blut auszusaugen.)

Der haufig von skurrilen Vorstellungen geplagte Statistiker L wird nach
dem Besuch einer einschlagigen Filmvorfihrung den Alptraum nicht los,
dass Graf Dracula von den Toten auferstehen konnte. Er geht davon aus,
dass der "Durchschnittsvampir” pro Monat zwei Menschen das Blut aus-
saugt. Wie lange wird es dauern, bis nach Draculas Wiedererscheinen eine
Bevdlkerung vom Umfang

e einer Grol3stadt mit 700.000 Menschen
e der Bundesrepublik Deutschland (70 Millionen Menschen)

vollstandig vom Vampirismus befallen sein wird?

L 6sung 9.9:

Die Anzahl y, der Vampire entwickelt sich wiefolgt: y, = 1 = 30 (Start mit
Dracula) y, =3 =31, y, = 32=9 usw. Somit gilt w = 3 (Wachstumsrate r =
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2 also 200% jeden Monat) sowiey, = 1 (Dracula). Nun ist t zu bestimmen
aus der Gleichung

. 700.000 =3 (t = log(700000)/log(3) = 12,25) bzw.

e 70.000.000 = 3" (t* = 1og(70000000)/I0g(3) = 16,44),

d.h. die Grof3stadt ist nach einem Jahr (12 Monate) und einer Woche (0,25
Monate) und die Bundesrepublik nach 16,44 Monaten vollstandig vom
Vampirismus befallen.

Beispiel 9.10:

Einem verbreiteten Missverstéandnis zufolge entspricht einer monatlichen
Wachstumsrate von 0,5% einer jahrlichen Wachstumsrate von 12-0,5 =
6%. Wie grol3 ist die tatsachliche jahrliche Wachstumsrate bei einer mo-
natlichen Wachstumsrate von

¢ 0,5% 5% o 15%7?

L 6sung 9.10:

Die Rechnung: jahrliche Wachstumsrate = 12-monatliche Wachstumsrate,
die der gleichen Logik folgt, wie die Berechnung eines arithmetischen
Mittels (Bsp. 9.11), ist nur bei kleinen Wachstumsraten annahernd richtig;
je grofRer die monatliche Wachstumsrate, desto grof3er ist der Unterschied
zur richtig berechneten jahrlichen Wachstumsrate:

0,5%: (1,005)12- 1 =0,06168 als0 6,17% statt 6%
5%: (1,05)12- 1=0,79586 also 79,59% statt 60%
15%: (1,15)12 - 1 = 4,35025 also 435% statt 180% (=12"15%).

Folgerung aus Beispidl 9.10:

Der Grund fir die Diskrepanz zwischen den beiden Rechenergebnissen ist
in folgender Ungleichung zu finden:

1(9.12) wt- 13 (w-1)t=rt. |

Die Differenz zwischen wt-1 und rt ist leicht zu bestimmen, wenn man be-
ricksichtigt, dass wt als binomiale Entwicklung

wt= (1+r)t = X(Dr' =1+t + [@rZ + @ﬁ + ...+ trtl+ rt}

i=0

darzustellen ist. Sieist mithin der Ausdruck in der eckigen Klammer.
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Beispiel 9.10 zeigt, dass die Exponentialfunktion wt von der linearen Entwicklung rt + 1
umso mehr abweicht, je groRer w und damit auch r2, r3,... ist. Die Differenz D(t) = (1+r)t
- rt - 1 wéchst auch mit t, denn es gilt:

D(0) =D(1) =0, D(2) = r2, D(3) =13+ 3r2, D(4) = r* + 4r3 + 6r2 usw.

Beispiel 9.11:

a) Man zeige: der Mittelwert der Wachstumsraten
e 3,5, 4 und 8% ist nicht 5% sondern nur 4,9835%.
e 30, 50, 40 und 80% ist nicht 50% sondern nur 48,8877%.

b) Gegeben seien die Daten 200, 260, 273, 284 und 307. Wie grol3ist die
mittlere Wachstumsrate?

c) Wieunterscheiden sich die korrekt gerechnete mittlere Wachstumsrate
aus zwei Wachstumsraten r;, r, von dem falschlich angewendeten
arithmetischen Mittel von Wachstumsraten?

Ldsung 9.11:

a) Diemittlere Wachstumsrate r ist nach Def. 9.3 nicht das arithmetische
Mittel 5% (vgl. auch Bsp. 4.4), sondern tber das geometrische Mittel
der Wachstumsfaktoren zu berechnen denn wegen:

Y4 =Yo1,03-1,05:1,04-1,08 =y (1+r)(1+r) (1+r)(1+r) ist
r =(1,03-1,05-1,04-1,08) V4 - 1 = 0,049835 also 4,98%

Man kann als Ergebnis festhal ten:

Die mittlere Wachstumsrate ist nach Def. 9.3 aus dem geometrischen
Mittel der Wachstumsfaktoren zu bestimmen, nicht aber ds
arithmetisches Mittel der Wachstumsr aten.

Entsprechend ist zu rechnen
r=(13151418)v4 - 1 = 4,914v4 - 1 = 0,4888 also 48,89% und
nicht (30+50+40+80)/4 = 200/4 = 50%.

b) Es ist nicht nétig, die einzelnen Wachstumsraten auszurechnen. Fir
die Wachstumsfaktoren erhdt man 260/200, 273/260, 284/273 und
307/284. Bildet man das Produkt dieser vier Briche, so sieht man,
dass sich einiges wegkuirzt, so dass man einfach erhdlt:

r = (307/200)¥4 - 1 = 0,113 (also 11,3%)

oder allgemein: (y, /yg)Yt - 1 (wenn y, der erste Wert und y, der letzte
Wert ist). Man beachte, dass der Bruch y/y, die Messzahl my
darstellt, so dass man fur die mittlere Wachstumsrate r erhalt
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(9.11) r=(y,/yg¥t- 1=At,my -1 (mittlere Wachstumsrate),

bzw. in Prozent:
[(9118)  r=[(y/y)™ - 1]100 |

c) Diekorrekt aufgrund eines geometrischen Mittels der Wachstumsfak-
toren berechnete mittlere Wachstumsrate aus den beiden Wachstums-
raten ry, r, soll r = rg und das arithmetische Mittel soll r, genannt
werden (r, = Y4(r;+r,)). Dann ist offensichtlich stetsr, > rg, es sai
dennr; =r, denn esgilt:

[(L+12)2- Yalr, - 1)2= (L + 162 |

Es kommt mithin auf die Unterschiedlichkeit von r; und r, an. Der
Ausdruck Y4(r, - r,)2 ist Ubrigens die Varianz der Wachstumsraten r,
und r, also (). Insbesondere bedeutet auch r, = 0, nicht rg = 0 denn
esgilt: wennr, =0dannr; =-r,und (1+rg)2 =1 - ¥4(2r,)2 = 1-r,2, sO
erhalt man z.B. bei zunehmender Varianz s

r,=01undr, =0 dannrg=-0,0050126

r,=02undr, =0 dannrg=-0,0202041 oder

r,=03undr, =0 dannrg =-0,0460608.

Beispiel 9.12:

Einer Zunahme des Preisniveaus von 10% entspricht eine Abnahme der
Kaufkraft in Hohe von (Richtiges ankreuzen)
e 10% e mehr als10% e weniger als 10%

LOsung 9.12:

Viele sind geneigt, 10% anzukreuzen. Dass dies falsch ist, erkennt man
daran, dass bel dieser Logik eine Zunahme des Preisniveaus um 100%
(also eine Verdoppelung der Preise, was as Inflationsrate durchaus vor-
kommen kann) ein Kaufkraftverlust von 100% bedeuten wirde, was na-
turlich nicht moéglich ist. Eine Verdoppelung der Preise bewirkt vielmehr
eine Halbierung der Kaufkraft. Der Kaufkraftverlust betragt also "nur”
50% und nicht 100%. Da die Kaufkraft (K) das reziproke Preisniveau (P)
ist, d.h. esist K, = /P, (fir jede Periode t), gilt fiir die Wachstumsfaktoren
(bzw. Wachstumsraten) von P und K, wp und wy (bzw. rp und ry) bel dis-
kreter Zeit (vgl. auch Ubers. 9.5):

1 . 1 1
(9.13) WK—WP und damit rK_l+rP'1 wenn K—P
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bzw. wenn die Wachstumsraten in Prozent ausgedriickt sind:

(9.13a) rg =10000/(100+rp) -100.

Der Zusammenhang zwischen  Abb. 9.3: Kaufkraft und Preisniveau
den Wachstumsraten von P und
K ist also hyperbolisch wie die | ;4.
nebenstehende Abb. 9.3 zeigt.
Beispiele fur Gl. 9.13a rp = ; 3
25% dann ist rg = -20% oder rp, e N W e
= 33.3% (aso 1/3) ry = -25% 5 |
(also 1/4) usw. Auch hier gilt:
der  Fehler, der dadurch | ©
entsteht, dass man bei diskreter
Zeit so rechnet, wie mit stetiger
Zeit (aso ry = -rp, die einge-
zeichnete Gerade in Abb. 9.3)
ist umso geringer, je kleiner die | .100 ; ;
Wachstumsrate ist. -100 0 100

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

b) Wachstumsraten und
Wachstumsfaktoren bei stetiger Zeit

Bei diskreter Zeit wurde die Zeitreihe und deren Wachstumsrate mit vy,
und r, (mit t=0,1,...,T as Periodenindex) bezeichnet. Wird die Zeit dage-
gen as stetige Variable (t € IR) betrachtet, so ist eine Zeitreihen- und eine
Wachstumsratenfunktion gegeben, die zur besseren Unterscheidbarkeit
mit y(t) und r(t) bezeichnet werden sollen. Im Falle einer konstanten
Wachstumsrate soll diese bei stetiger Zeit mit a bezeichnet werden
(anstellevon r bel diskreter Zeit).

Der Ubergang von ry,...,r; der diskreten Folge y,,Y,....yr gem. Def. 9.3 zur
stetigen Wachstumsratenfunktion r(t) fur die Zeitreihe y(t) erfolgt durch
Verkirzung der Intervalle, auf die sich die Wachstumsraten beziehen. Mit

(man beachte jedoch, dass in diesem Fall t nicht mehr als diskret, sondern
als stetig angenommen werden muss, weil D beliebig klein sein darf) ist
die Wachstumsrate beztiglich des Intervalls der Lange D gegeben. Mit den
Einheitsintervallen (A = 1) erhdlt man Gl. 9.7 und der Grenziibergang

Jim (r(t.A)) =r()
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liefert fur die Funktion y(t) an jeder beliebigen Stelle t, etwa bei t = t, die
Wachstumsrate r(t) von y(t). Sieist nach Def. 9.4

(t dy/dt

Man kann y'(t) auch als absolutes - und r(t) = y'(t)/y(t) as relatives
Wachstum bezeichnen.

to

Def. 9.4: Wachstumsrate bei stetiger Zeit
a) Die Wachstumsrate r(t) einer stetigen Funktiony = y(t) ist

(9.14) r(t) :% J)% _ dnt)

b) Bei konstanter Wachstumsrate r(t) = a (fir jeden Wert von t) ist die
stetige Zeitreihe y(t) gegeben mit

[(9.15) y(®) = y(0)€2 = y(0)-exp(ab). |

c) Bei variablen Wachstumsraten r(t) gilt entsprechend

-
(9.16) y(T) = y(0) - exp ( fr(t)ck)
0

wenn r(t) eine im Intervall (0,T) stetige Funktion ist, so dass man fir
eine mittlere Wachstumsrate in Analogie zu Def. 9.3

=
(9.17) a:%fr(t) dt:MﬂTM@l: % {In[y(M] -
0

In[y(O)]}

erhélt.

Bemerkungen zu Def. 9.4:

1. Im stetigen Fall hat der Begriff "Wachstumsfaktor" wenig Sinn (im
Unterschied zur Wachstumsrate). Nach Gl. 9.14 erhédlt man die stetige
Wachstumsrate indem man die erste Ableitung der Funktion y(t) bil-
det (y'(t) = dy/dt) und diese durch die Funktion y(t) teilt. Die Funktion
r(t) ist die Wachstumsrate von y(t), d.h. fir jeden Wert von t, etwa fur
t=t, stellt r(t=t,) die Wachstumsrate von y(t=t.) dar. Wegen
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din(y) 1dy
dt “ydt

wird Gl. 9.14 auch logarithmische Ableitung von y(t) genannt.

2. Gl. 9.15 st die Losung der Differentialgleichung dy/dt = ay mit dem
Anfangswert y(0). Nach GI. 9.15 ist ferner In[y(t)] = In[y(0)] + at und
die logarithmische Ableitung hiervon ist din[y(t)]/dt = a. Der Uber-
gang von GIl. 9.9 zu GI. 9.15 ist auch leicht einsichtig zu machen,
wenn man den sog. "Aufzinsungsfaktor” bei jahrlicher, halbjahrlicher,
monatlicher Verzinsung betrachtet, denn es gilt dann:

r r r
+r)t +=)2t +—=)12t . it li + )t =@t |
(2+n, (1 > , (2 12 usw,mltnILmOO (1 n) e

3. Aus Gl. 9.15 und 9.9 folgt, dass zwischen der Wachstumsrate o
(stetige Zeit) und r (diskrete Zeit) die folgende Beziehung besteht:

1(9.18) e==w=1+r, sodassgilt (9.19) a=In(1+r). |

Man erhédlt somit im Zusammenhang mit der Reihenentwicklung von
e2und In(1+r) die folgenden Umrechnungen
a

(9.20) r:ea-1:a+§+§+a+...

far die Umrechnung von ainr (so dassa<r) und

2 3 r4

far die Umrechnung von r nach a.
Wie man sieht, gilt nur bel kleinen Wachstumsratenr = a..

Beispiel 9.13:

Gegeben sei die Funktion y(t) = exp(a + bt + ct?), die auch logarithmische
Parabel genannt wird, daln[y(t)] = a+ bt + ct2.

a) Wielautet die Funktion r(t) und welche Besonderheiten hat sie?

b) Wielautet fur die Funktion In[y(t)] = 0,1 + 0,5t - 0,04t2 die
e Wachstumsrate r(3) (also r(t) fur t=3)
e mittlere Wachstumsrate im Intervall 0 <t < 6?



Kapitel 9: Verhaltniszahlen, Wachstumsraten und Aggregation 335

Ldsung 9.13:
a  Man sieht an diesem Beispiel leicht, dass gilt

dy/dt _ din(y)

y ~— dt
denn die Ableitung dy/dt betr&gt nach der Kettenregel mitz=a+ bt +
ct2 dy/dt = dy/dz-dz/dt = ez-(b+2ct), so dass die Wachstumsrate r(t) =
b+2ct ist, also linear zu- oder abnimmt. Zum gleichen Ergebnis ge-
langt man durch die Ableitung von Iny nach t.

b) Die Funktion y(t) ist in Abb. 9.4 (links oben y(t) und links unten r(t))
dargestellt. Sie steigt von y(0) = e°1 = 1,10517 auf y(6,25) = 5,2725
und fallt dann auf y(10) = e29 = 0,05502. Die Funktion r(t) = 0,5 -
0,08t falt linear von r(0) = 0,5 zu r(6) = 0,02. Sie nimmt bei t = 3 den
Wert r(3) = 0,26 an und den Wert Null an der Stellet = 6,25. An die-
ser Stelle durchlauft y(t) ein Maximum mit y(t=6,25) = exp(1,6625) =
5,2725. Das Integral Uber r(t) in den Grenzen 0 bis 6 betragt 1,56.
Man beachte, dass gilt y(0) = €91 und y(6) = el66 = 52593 und
y(0)-e1-56 = y(6), so dass man nach Gl. 9.17 fiur die mittlere Wachs-
tumsrate erhalt

a =In[y(T)y(O)N/T =T {In[y(T)] - In[y(0)]}
= {In[e66] - In[e"1]}/6 = (1,66-0,1)/6 = 1,56/6 = 0,26.

Die mittlere stetige Wachstumsrate betrégt also 26% (dem entsprache
eine mittlere Wachstumsrate im diskreten Fall von 29,69%, denn
(e026)6 = (1,2969)¢ = 4,7588 = 5,2593/1,10517. Die Grole 4,7588 ist
genau das Verhdltnis y(6)/y(0) = el.66/gd.1 = gl.56,

Beispiel 9.14:

In einem stetigen Wachstumsmodell werden konstante Wachstumsraten in Hohe von
0,5%, 5% und 50% unterstellt. Wie grof3 sind die entsprechenden diskreten Wachstums-
raten?

L6sung 9.14:

Wegenr = -1 gilt a= 0,005 entspricht r = 0,0050125 (der Unterschied zwischen r und
aist also gering), a= 0,05 entspricht r = 0,05127 und a = 0,5 entspricht r = 0,64872 (der
Unterschied zwischen r und aiist betréchtlich).
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Beispiel 9.15:

Man kann leicht zeigen, dass die Wachstumsratenfunktion andere Maxima und Minima
besitzt, als die Zeitreihe y(t). Hierzu das Beispiel: y(t) = t + sin(5t). Wie lautet die Funk-
tion der Wachstumsraten?

Abb. 9.4: Wachstumsraten fir einige stetige Funktionen

Links: Logarithmische Parabel (Beispiel 9.13), Rechts: y(t) =t + sin(5t) (vgl. Beispiel
9.15), oberes Bild jeweils y(t) und unteres Bild r(t)

L6sung 9.15:

Die Ableitung von y(t) nach t lautet dy/dt = 1 + 5cos(5t), so dass r(t) =
[1+5cos(5t)]/[t+sin(5t)]. Offensichtlich haben y(t) und r(t), wie Abb. 9.4 zeigt, unter-
schiedliche Extrema.

c) Weitere Bemerkungen zu Wachstumsraten

In diesem Exkurs soll noch einmal auf verbreitete Milverstdndnisse im Umgang mit
Wachstumsraten eingegangen werden und es werden einige Formeln zu bekannten
Funktionen y(t) und deren Wachstumsraten r(t) zusammengestellt, die haufig als Modelle
eines Wachstumsprozesses oder auch als Trendmodelle benutzt werden.

1. Die Wachstumsr ate eines Produkts, Quotienten und Kehrwerts

Das Beispiel 9.12 hat gezeigt, dass oft falsche Vorstellungen Uber die
Wachstumsrate einer Funktion von y(t) bestehen. Gerade in der Okonomie
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werden oft Grof3en als Produkte oder Quotienten (oder z.B. als Kehrwert)
definiert:

So ist z.B. der Umsatz (z) das Produkt aus Menge (x) und Preis (y)
und viele sind geneigt, z.B. wie folgt zu rechnen: eine Zunahme des
Preises um 7% und eine Zunahme der Menge um 3% bedeuten eine
Umsatzzunahme von 10%, was nur bel stetiger Zeit gilt (ist t diskret
so ist die Umsatzzunahme 1,07-1,03 - 1 = 0,1021 also nicht 10% son-
dern 10,21%);

e Das Real einkommen ist der Quotient
Nominaleinkommen/Preisniveau und oft wird wie folgt gerechnet:
eine Zunahme des Nominaleinkommens z.B. um 20% bedeutet bei
einer Preissteigerung von 6% eine Zunahme des Realeinkommens um
20 - 6 = 14%. Bel diskreter Zeit betrégt jedoch die Zunahme des
Realeinkommens nicht 14% sondern nur 13,2%, denn 1,2/1,06 - 1 =
0,13208.

In Ubersicht 9.4 sind die relevanten Formeln zusammengestel It.

Ubersicht 9.4: Wachstumsraten von Produkten, Quotienten und

Kehrwerten
diskrete Zeit stetige Zeit
Produkt z = xy W, = W, W, r,(t) = re(t) + r ()
: X w.
Quotient z = y w, = Wi r(t) = r, () - ry()
_1 _1 _
Kehrwert z = y w, = w, r() =-r, b

2. Einige Wachstumsfunktionen insbesondere Kurven mit einem
Sattigungsniveau und deren Wachstumsraten

In Ubersicht 9.5 sind einige Funktionen y(t) mit stetiger Zeitvariable t zu-
sammengestellt, die bei Okonomen von gewissem Interesse sind. Dies gilt
insbesondere fur solche Kurven, die einer Séttigungsgrenze k entgegen-
streben (Nr. 4 bis 9).
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Ubersicht 9.5.: Wachstumsraten ausgewahlter Funktionen

Funktion y(t) Ableitung Wachstumsrate
y = dy/dt r(t) @
1 |(atbt)” @) ab(at+bt)o-1 ab(atbt)1
la |a=1: Geradey = atbt b b/(at+bt) =rg
b 1 __b b _
=L bt (arbt)2 atbt =" Te
1c |[g=Ys - /(a+bt) Yab(atbt)-12 Yar g
1d | Potenzfunktion bta boto-1 o/t (hyperbolisch)
b+2ct
2 |Parabel atbt+ct? ® b+2ct arbtictz
3 |aexp(bt) y-abte-l obto-l
3a |a=1: aedt yb b
oder: atmitr=¢b y-In(r) b =In(r)
3b |a=-1: aedlt -yb/t? -b/t2
4 | k+bett odery = k+brt Chect -ck—;lx =-cR
mit r=e° (k:|strebt  gegen O, | speziell fur: ¢ = -1, ist r(t)
Séttigungsniveau) wenn r<1, c=Inr<0 | =R; Abb. 9.5
b b b
5 |kt (Hyperbel) T (o) " k(cH)2+b(cH)
k(t+a) k(b-a) b-a
6 |Ttp (>3 (t+h)2 (t+a)(t+b)
7 |exp(K+brt)  mit r=ec ybcrt brin(r) = bcet

oder: In(y) = K+bet ; k=eK |strebt gegen 0, |[mitIn(r) =c<0]
Séttigungsniveau (b<0) |wennr<1 (c<0Q) (vgl. Abb. 9.5)

by (k- b
8 |1reant a,b,k>0 _ﬂk_ﬂ b+By  (B=- E) )
k Séttigungsniveau (vgl. Abb. 9.5)
- _ya _a
9 |In(y) =K -5 (b+)2 (b+1)2

k=eX Sitti gungsniveau

@O r)=yly
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@ In dieser allgemeinen Form liegt eine Polynomfunktion vom Grade a vor, wobei al
Z, Z* ist. Bel a=Y2 liegt eine Wurzelfunktion und bei ganzzahligem a und a>0 eine
Potenzfunktion vor (Fall 1d).

(3 Kann entsprechend verallgemeinert werden wie Funktion Nr.1.

(4 Kennzeichnend fir die logistische Funktion: r(t) = fy(t)] (f: linear).

Man beachte:

1. cy(t) und y(t) haben die gleiche Wachstumsrate r(t) [c: Konstante]

2. hat y(t) die Wachstumsrate r(t), so hat [y(t)]1 die Wachstumsrate -r(t)
Weitere Funktionen in den Beispielen 9.13 (logarithmische Parabel) und 9.15.

Sattigungsniveau:

Die Funktionen Nr. 4 ff haben Séttigungsniveaus (k), denen sich y(t) asymptotisch nahert
und zwar [bei bestimmter Konstellation der Parameter] monoton (Nr. 4 bis 6) oder S-
formig (d.h. mit Wendepunkt, Nr. 7 - 9), weil die Ableitung dy/dt mit wachsendem t ge-
gen O strebt.

Namen von Funktionen:

4: modifizierte Exponentiafunktion, 6: Tornquist-Funktion (fir a=0 oder b=0 ergeben
sich einfach linearisierbare Funktionen [Ubers. 8.2], 7: Gompertz - Funktion, 8: logisti-
sche Funktion, 9: Johnson-Funktion (eine "logarithmische Hyperbel").

1. Die modifizierte Exponentialfunktion (Nr.4 in Ubers. 9.5)

In Abb. 9.5 ist links oben die folgende Funktion dargestellt:

y(t) =k + brt mit k = 20, b=-16 und r = 0,95 (so dass ¢ = In(r) = -0,0513),
asoy(t) =20 - 16-0,95'.

Die Funktion steigt von y(0) = k+b = 10+(-16) = 4 monoton zum Séttigungsniveau k=20
und zwar umso steiler, jekleiner rist (fir r=1ist y(t) eine Parallele der Abszisset). Sie

nadhert sich k monoton wennr < 1 und zwar steigend wenn b <0, fallend wennb > 0
entfernt sich monoton von k wennr > 1, steigend wenn b > 0, fallend wenn b < 0.

Die Wachstumsrate (Abb. 9.5 links unten) ist r(t) = (-In(N)[k-y()] / y@) =
0,051294-16-0,95Y[20+(-16-0,95%)]und sie ist monoton fallend; r(0) = 0,051294:(20-4)/4
=0,20517. Der Ausdruck

R=[k-y®l/y(®)

ist der relative Abstand der Funktion vom Séttigungsniveau k. Die modifizierte Exponen-
tialfunktion ist also dadurch ausgezeichnet, dass die Wachstumsrate r dieser Gréle R
proportional ist (Proportionalitétsfaktor c). Die Logarithmen von R heif3en L ogits. Wie
man leicht sieht erhdt man mit k = O die einfache Exponentialfunktion. Dann ist R = -1
und die Wachstumsrate ist r(t) = (-c)R = ¢, was der GroRe b in Zeile 3ader Ubersicht 9.5
entspricht.
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Abb. 9.5: Einige Funktionen mit einer Sattigungsgrenze und deren
Wachstumsraten

20 20 20,

10 / 10 10

04

04 0.4

\ . .
TN \¥

-10 10 20 30 40 -10 0 10 20 30 40 -10 10 20 30 40

2. Dielogistische Funktion (Nr. 8 in Ubersicht 9.5)

Sie hat, anders als die modifizierte Exponentiafunktion einen Wende-
punkt. Als logistische Funktion bezeichnet man eine Funktion der folgen-
den Gestalt:

k
y®) =1+ a0

wobei f(t) eine monoton fallende Funktion ist, z.B. die Gerade f(t) = a- bt
(mit ab,k > 0). In Abb. 9.5 (Mitte oben) wurde die folgende Funktion
dargestellt
3 20
YO = T+ exp(1,5-0,150)

Esgilt: y(0) = k/(1+€?) = 20/(1+el°) = 3,6485.

Der Wendepunkt liegt bei t = alb = 10 und dann ist y(t) = k/2 = 10. Die Kurve steigt
umso steiler, je gréler bel gegebenen k und a der Parameter b ist. Sie ist
zentralsymmetrisch um den Wendepunkt.

Die logistische Funktion ergibt sich aus der Differentialgleichung dy/dt = by(k-y)/k.

Die Wachstumsrate (Abb. 9.5 Mitte unten) der logistischen Funktion ist linear abhangig
vom erreichten Niveau y was die Schatzung der logistischen Funktion erleichtert:

r(t) = b - by/k = 0,15 - 0,0075y(t).

Siefélt ab r(0) = b - b/(1+€?) = 0,15 - 0,15/(1+el-5) = 0,12264 monoton. Die Logits L (t)
haben einen linearen Trend: L(t) = In(R) = In{[k-y())]/y(t)} = a- bt.

Man erkennt an der Gestalt der L ogit-Funktion Gbrigens auch die Symmetrie. So gilt z.B.
firy=k/2.L=In(1)=0,sodasst =alb=10

firy =k/4: L =In(3) , so dasst = (a-In3)/b = 2,676 und
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firy =k/2: L =In(1/3), so dasst = (a-In3)/b = 17,324.

3. Die Gompertzfunktion (Nr. 7 in Ubers. 9.5)

Auch sie hat einen Wendepunkt ist aber weniger bekannt als die logisti-
sche Funktion. In Abb. 9.5 (rechts oben) wurde dargestellt:

y(t) = k-exp(b-rt) = 20-exp(-1,4-0,9Y).
k=20,b=-14undr=0,9 sodassc=In(r) =-0,10536.

Mit kleinerem Wert von r (etwa r=0,8) verlauft die Kurve steiler. Ist r > 1, so ist die
Kurve fallend. Es gilt y(0)= ke = 20e'14 = 4,932 (je groRer betragsméRig b ist, desto
niedriger ist der Ordinatenabschnitt). Der Wendepunkt liegt bei t,, = -In(jbl)/c = -
In(1,4)/(-0,10536) = 3,1935, wobei y stets y(ty) = k/e = 7,3576 (mit k = 20) betrégt.

Die Wachstumsrate (Abb. 9.5 rechts unten) lautet r(t) = b(Inr)rt = 0,147505-0,9, sie ist
also ab r(0) = 0,1475 monoton fallend. Es gilt In[k/y(t)] = brt, so dass c[In(y) - In(k)] =
r(t), d.h. die Wachstumsrate ist proportional zur Differenz der Logarithmen von y und k
(bzw. zu In(y/Kk)).

Zusammenfassend kann festgestellt werden:

Funktion die Wachstumsrate ist

4 | modifizierte Expo-

. _ky :
nentialfunktion proportional zu R = y relativer Abstand zum

Sattigunsniveau

1

7 | Gompertzfunktion proportional zuInGﬁ)zln(m>

8 [logistische Funktion | linear abhéngig von y/k
() =b-bi

dieLogits L(t) = In(R) haben einen linearen Trend
L(t)=a- bt

5. Aggregationsprobleme

In diesem Abschnitt werden einige Probleme behandelt, die nicht
beschrankt sind auf Verhdtniszahlen, aber andererseits auch nicht ein
eigenes Kapitel rechtfertigen durften. Um den Begriff der Aggregation
deutlich zu machen, ist auch auf Daten zurtickzugreifen, die als Haufig-
keitsverteilung vorliegen.
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a) Begriff der Aggregation

Im Rahmen der Deskriptiven Statistik wird unter Aggregation meist eine
Summenbildung verstanden. Liegen Daten als Haufigkeitsverteilung vor,
so wird der Begriff benutzt fir unterschiedliche Fragestellungen:

a) Aussagen Uber eine Variable X fur verschiedene Teilgesamtheiten und
Zusammenhange zwischen den Aussagen (z.B. den Mittelwerten), die
fur die Gesamtheit und jene, die fir die Teilmassen gelten. Dabel
konnen diese Teilgesamtheiten aufgrund aneinandergrenzender
Intervalle auf der x-Achse (Klassenbildung) oder aufgrund eines
anderen (meist qualitativen aber auch quantitativenl) Merkmals
gebildet sein (Zerlegung, vgl. S. 24). In diesem Sinne interessieren
auch Zusammenhange zwischen einer aggregierten Beziehungszahl
X/Y und den Teilbeziehungszahlen x;/y;, wenn bei j =1, 2, .., J Tell-

gesamtheiten gilt X =Xx; und Y =Zy; .

b) Aussagen Uber eine Variable, die eine Summe darstellt (etwaZ = X +
Y as ungewogene Linearkombination oder Z =b; X; + b, X, als [mit
den Gewichten b, und b,] gewogene Linearkombination).

Um den Unterschied deutlich zu machen, sollte man im Fall a) von Ag-
gregation von Verteillungen (Summation Uber Einheiten bel einer
Variablen) sprechen, und im Fall b) von einer Linearkombination
(Summation Uber Variablen bei einer Gesamtheit). Im Fall @) wird Uber
die Haufigkeiten n; (auf der Ordinate) und im Fall b) Uber die
Merkmal swerte (Abszisse) summiert.

Der Begriff Aggregation tritt auch in der Wirtschaftsstatistik auf, insbesondere in der
Sozialproduktsrechnung. Gemeint ist damit die sog. "fundierte Schézung" eines
(inhomogenen) "Aggregats', die gerade nicht durch eine einfache Summenbildung
maoglich ist. Indexzahlen betrachten aggregierte Veranderungen. Die speziellen Probleme
der Indizes (Kap. 10) im Unterschied zu einfachen Messzahlen (Def. 9.1 d) entstehen alle
dadurch, dass Indizes Aggregate vergleichen.

Das Aggregationsproblem (im engeren Sinne) tritt auch in der Okonometrie bei der Frage
auf, ob und unter welchen Voraussetzungen eine funktionale Beziehung zwischen
mikrodkonomischen (auf das einzelne Wirtschaftssubjekt bezogene) Variablen, etwa X,
und Y, ( etwa eine Regressionsfunktion y=a+ bx,, ) auch fiir aus diesen Grélen
durch

1 Ein Beispid fir ein quantitatives Merkmal wére: Zusammenhang zwischen der rohen
und den altersspezifischen Todesraten.
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Summation hervorgegangene Makrovariablen X = XX; und Y = XY; gelten kann, und
wie dann die entsprechenden K oeffizienten zu interpretieren sind.

b) Aggregation von Verteillungen

Bel der Aggregation von Verteilungen ist es im Unterschied zur Klassie-
rung (Klassenbildung) nicht notwendig, dass die Teillgesamtheiten dis-
junkt sind. Die zulassigen Wertebereiche fur die Variable X kdnnen sich
auch Uberschneiden (vgl. Beispiel 9.16) oder gar identisch sein. Beispiele
fir das Auftreten dieses Problems sind die Schdtzung einer
"gemeinsamen” Einkommensverteilung auf der Grundlage der Lohn- und
Einkommensteuerstatistik, die Vertellung der Arbeitsverdienste der Ar-
beitnehmer eines Unternehmens mit mehreren Betrieben oder die Schét-
zung von Bundesergebnissen auf der Basis der Bundeslénder.

Uber die Gestalt der so entstehenden "Mischverteilungen” lassen sich keine allgemeinen
Aussagen machen. Durch Aggregation kénnen z.B. mehrgipflige oder schiefe Verteilun-
gen entstehen auch wenn ale zugrundeliegenden Verteilungen der Teilgesamtheiten
unimodal und symmetrisch sind.

Allerdings gibt es fur die Zusammenhange zwischen den Verteilungsmal3zahlen der J
Teilgesamtheiten (j = 1,2,..,J) und der entsprechenden Vertellungsmal3zahl der
aggregierten Verteilung oft einfache Beziehungen (z.B. ein gewogenes Mittel).

Fur Mittelwerte und Streuungsmal3e sind sie in der Regel bei der Darstellung der entspre-
chenden Maf3zahl erwéhnt worden. So gilt z.B. fur das arithmetische Mittel X und die

Varianz s der aggregierten Verteilung
() X =3gX; (Teilgesamtheitj=12,..J) und
(**) 32 = Z(Y] - Y)Zg] + Z%’ZQJ
mit g; = n;/n, sodass0< g; < lund Xg; =1.

Man beachte, dass die Formeln mit denen Ubereinstimmen, die fir die Klassierung
gelten.

Beispiel 9.16:

Gegeben seien die Haufigkeitsverteilungen fur das Merkmal X fir die
beiden Teilgesamtheiten A und B (mit den absoluten Haufigkeiten n,; und

Ng;).
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Xi N Ng;

2 10 -

3| 20 | 10 Sxn, = 120
41 10 | 40 SX.Ng; = 240
5 - 10

Bestimmen Sie die aggregierte Verteilung, sowie deren arithmetisches
Mittel, Varianz und Schiefe.

Losung 9.16:
X; n,
2 | 10
3 | 30 =X, = 360
4 | 50
5 | 10

Esgilt x, =3, X5 =4, ny =40, ng = 60, so dass man erhdlt:

die Gewichte g, = 40/100 = 0,4 und gg= 0,6, ferner x = 3,6 und fir die
Varianzen s; = 1/2, = 1/3. Die innere Varianz 2sfg; betragt somit 0,4
und fir die aulfere Varianz X(x; - X)%g; erhdlt man 0,24, so dass die Ge-
samtvarianz s? der aggregierten Verteilung 0,4 + 0,24 = 0,64 betrégt. Man
sieht ferner, dass die Verteilungen in den Teilgesamtheiten A und B
symmetrisch sind, die aggregierte Verteilung dagegen rechtsstell ist
(Momentschiefe: - 0,168/0,8% = -0,328). Betrachtet man die Merkmals-
summen, so gilt einfach Xx;n; = Zx;n,, + Zx;n,g = 120+240 = 360.

c) Vertellung einer Linearkombination

Gegeben sei eine Haufigkeitsverteilung der Variablen X und eine der Va
riable Y und gefragt ist nach der Verteilung der Grofze X + Y, wobei je-
doch die gemeinsame Verteilung von X und Y gegeben sein muss. Das
folgende Beispiel moge dies veranschaulichen.

Beispiel 9.17:

Die Variablen X und Y besitzen die folgenden Verteilungen
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Randverteilungen gemeinsame Verteilung
Xi [yl n y=2 | y=3
2 |10 2]20 x=2| 8 | 2
4 (12 3 | 10 x=4| 9 3
518 x=5] 3 5
X=3,6 y=2333=7/3 Sy = 0,1667 (Kovarianz)
$=144 =29

Die Variable Z; = X + Y ist eine ungewogene Linearkombination und die Variable Z, =
0,8X + 0,2Y ist eine gewogene Linearkombination mit den Gewichten b; = 0,8 und b, =
0,2. Bestimmen Sie die Haufigkeitsverteilungen, (arithmetischen) Mittelwerte und
Varianzen der Linearkombinationen Z, und Z,!

LOsung 9.17:
Fir die Haufigkeitsverteilungen der Linearkombinationen Z; und Z, erhélt man:
Z1h Ny Zon Ny
4 8 2 8
5 2 2,2 2
6 9 3,6 9
7 6 4,2 3
8 5 4,4 3
4,6 5
30 30

Die Anwendung obiger Formeln fir Mittelwert und Varianz einer Linearkombination
fuhrt zu:
ungewogene Linearkombination

z,=X+y=5933=178/30

A=+ + 25, =1,9956

gewogene Linearkombination

z,=0,8x + 0,2y = 3,34667

s% =0,82¢ + 0,225 + 2:0,8:0,2's,, = 0,98.

Man beachte, dass insbesondere die Formeln fir die Varianzen der Linearkombinationen
vollig verschieden sind von denen einer Aggregation im engeren Sinne (Abschn. b).
Betrachtet man dagegen einfach die Merkmalssummen, so gilt Sx; n; = 108, Syj n =
70 und (wie in Abschn. b) Sz;,n,, = 178 = 108 + 70.
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d) Aggregation von Mittelwerten, Beziehungszahlen und
Quoten, Struktureffekt und Standardisierung

Angenommen, fir jede Teilgesamtheit j sei die Relation Q = Xy,
(=1,2,...,J) eine sinnvolle Beziehungszahl. Die fur die Gesamtmasse de-
finierte Beziehungszahl Q der Summen X = Sx; und Y = Sy; steht in fol-
gender Beziehung zu den Teilbeziehungszahlen Q,.

(022) Q=L =¥Qg, mit gyj:—z%yi:é

danach ist Q das arithmetische Mittel der Q;, gewogen mit den Grofen
g;, die Ausdruck der Struktur der Nennergrof3e sind.

Man kann Q auch darstellen a's harmonisches Mittel der Q; mit den Ge-
wichten g,; = x;/Zx; =x/X, die die Struktur der Zahlermasse darstellen

1Y 1 : Xi X
(9.23) 6:Y:Z§_ng mltngzg)‘(-j:;(‘

Wie leicht zu sehen ist, handelt es sich bei g,; und g,; jeweils um x (auf
die Summe 1) normierte Gewichte.

Gl. 9.22 ist der Ausgangspunkt fir eine Betrachtung

1. des bereits behandelten Struktureffekts und Simpson-Paradoxons (vgl.
Def. 9.2) und

2. der Standardisierung von Beziehungszahlen.

Beispiel 9.4 demonstrierte den Struktureffekt von Beziehungszahlen. Es zeigte sich, dass
die rohe Todesrate (d.h. die Todesrate fir die Gesamtheit) nach Gl. 9.22 ein gewogenes
arithmetisches Mittel der altersspezifischen Todesraten (d.h. der Grofen Qj far die
beiden Alters-Teilgesamtheiten) darstellt. Vergleicht man rohe Todesraten, die unter
Verwendung der gleichen Gewichte (also von Standardgewichten) errechnet sind, so
spricht man von standardisierten Todesraten.

Def. 9.5: Struktureffekt, Standardisierung

Nach Gl. 9.22 ist eine aggregierte (fir die Gesamtmasse errechnete) Be-
ziehungszahl Q = X/Y das gewogene arithmetische Mittel der Teil-Bezie-
hungszahlen Q, = x; /y; (j=1,1,...,J)

(922 Q=3Qg, -
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Daraus folgt: Zwei Beziehungszahlen Q, und Qg flr Gesamtheiten A und
B, die sich jeweils in J Teilmassen gliedern lassen, konnen sich unter-
scheiden aufgrund unterschiedlicher

a) Teil-Beziehungszahlen Q,;, Qg
b) Gewichte der Nennermasse gy ;, Jgy;
Die Unterschiedlichkeit aufgrund von a) gilt als "echter" Unterschied,

digienige aufgrund von b) wird als Struktureffekt gedeutet. Um die echten
Unterschiede herauszuarbeiten, vergleicht man nicht Q, mit Qg, sondern

(9.24) Qa= XQug mit Q= SQgg;,

d.h. man vergleicht Beziehungszahlen, die unter Zugrundelegung der glei-
chen Gewichte (Standardgewichte) g; berechnet sind. Die Grofen Q" hei-

[3en dann standardisierte Beziehungszahlen.

Bemerkungen zur Def. 9.5:

1. Standardisierte und erwartungsgemalie Verhaltniszahlen
So wie Verhdltniszahlen bei gleicher Gewichtung (gleicher Struktur)
verglichen werden kénnen (d.h. standardisierte Zahlen) kénnen auch
Verhdltniszahlen bei gleicher Sachkomponente verglichen werden,
aso etwa Q) mit QX gem. Ubersicht 9.6. Man spricht auch von
"erwartungsgemalien” Verhdtniszahlen.

2. Zerlegungin den Struktureffekt und den echten Effekt
Der Struktureffekt kann wie folgt dargestellt werden:
QP =Qn- Qg
ist die Differenz der globalen (Gesamt)-Beziehungszahlen oder Quo-
ten und
Q? = QAj - QBj
ist die Unterschiedlichkeit der Teil-Beziehungszahlen 1 < | < J oder
(Q;,° = Quotendifferenzen).

GF = Gayj ~ Gay;
gibt die Unterschiedlichkeit der Gewichte wieder (G? = Gewichtsdif-

ferenzen).
Im folgenden soll der Einfachheit halber das Subskript y weggelassen
werden, also GP = g, - gg; Dann gilt:
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(925) QD = ZQAJGIJD + ngJQIJD =S+E

Der erste Summand Sist Ausdruck der Unterschiedlichkeit der Gewichte (GP). Er
ist also der Struktureffekt, ausmultipliziert

(9.258) S= XQni9pj - ZQaj%g; -

Der zweite Summand E ist Ausdruck der unterschiedlichen Teil-Beziehungszahlen
oder Teilquoten (Q'jD)bei gleicher Gewichtung mit ;- aso

(9.25b) E=2XQni0gj- ZQgiJg; -

und somit ein MaR fiir den "echten" Unterschied.

Ubersicht 9.6: Struktureffekt und echter Effekt bei Verhéltniszahlen

(am Beispiel von Beziehungszahlen Q = X/Y)

zu vergleichende Grolzen

Unterschiedlichkeit ist
Ausdruck von

unbereinigter
Vergleich

Qa= Zj:QAj Oaj Mit Qg =
;QBj g (=1,2,..,n)

Struktureffekt und echter
Effekt (Gl. 9.25)

standardisierte
Verhédltniszahlen

Qx mit Qf gem. Gl. 9.24;
gleiche Strukturkomponen-
te gj; ungleiche Sachkom-

ponenten Qp;, Qg;

einem echten Unterschied
(bei g} = gg, ist die Diffe-
renz Qn - Qg = Egem. Gl
9.25b)

erwartungsge-
malke Verhalt-
niszahlen

QA =X Qjgs mit
Qe =X Qjgg
gleiche Sachkomponente

Q/g, ungleiche Struktur-
komponenten g, ;,gg;

einem Strukturunterschied

0 _ . .
(wenn Q; = Q, ist die
Differenz Q) - Q2= S
gem. Gl. 9.253).

3. Standardisierung

Der Unterschied zwischen Q und Q*, der nichtstandardisierten und der
standardisierten Beziehungszahl, ist eine mit den Teil-Beziehungszah-
len gewogene Summe der Differenzen zwischen den empirischen
Gewichten g; und den Standardgewichten g;

(9.26) Q-Q =2Q(y-9)),

wobei die Differenzen wie GP in Gl. 9.25 Unterschiede im Wagungs-
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schema wiedergeben, so dass man die Differenz zwischen einer nicht-
standardisierten Beziehungszahl Q und der entsprechenden standardi-
sierten Beziehungszahl Q° als Ausdruck des Struktureffekts deuten
kann.

4, Simpson-Paradoxon
Das in Def. 9.2 beschriebene Simpson-Paradoxon, wonach z.B. ein Mittelwert fir
eine Gesamtheit A grofer sein kann, als fir eine andere B, obgleich er in allen Tell-
gesamtheiten von A kleiner ist alsin denen von B, ergibt sich aus Gl. 9.25a (in Ana-
logie zu Gl. 9.25):

D D

Danach kann sehr wohl XP = X, - Xz > 0 sein, obgleich fir alej g|ItM =Xj- X <
0 (die Mittelwertdifferenzen MP treten in Gl. 9.25a an die Stelle der
Quotendifferen-zen QD von Gl. 9. 25)

Beispiel 9.18:

Bekanntlich ist die Lohnquote der Antell der Bruttoeinkommen aus un-
selbstandiger Arbeit (L) am Volkseinkommen (Y,). Dass diese Quote im
Zeitablauf zunimmt ist schon deshalb zu erwarten, weil der Anteil der un-
selbstandig Beschéftigten an den Beschaftigten zunimmt. Neben anderen
"Bereinigungen” wird deshalb haufig eine Standardisierung dergestalt
vorgenommen, dass man die Lohnquote berechnet, wie sie ware, wenn
sich dieser Anteill gegeniber einer Basisperiode (z.B. 1960) nicht
verandert hatte. Wieist eine solche Berechnung durchzufiihren und was ist
hieran kritisch anzumerken?

L 6sung 9.18:

a) Berechnung: Es sei Q, = L/Y, die "Lohnquote" zur Zeit t. Dann ist bei
einer Anzahl U, von Unsel bstandlgen und E; von Erwerbstétigen |, = L /U,
eine Art "Durchschnittslohn" und entsprechend y, = Y /E, eine Art ge-
samtes (Arbeits- und Profit-) "Durchschnittseinkommen” fir die Periode t.
Es gilt aso, dass die Lohnguote das Produkt einer "Pro-Kopf-Lohnguote”
g = I,/ y, und einer Unselbstandigen- oder "Abhéangigen"-quote g = U,/ E;
ist, denn:
Q= _L_L S (unbereinigte Lohnquote)

Y.Ty, E " O3 g q -
Die "bereinigte” (mit der Beschéftigtenstruktur des Basigjahres O gewo-
gene, d.h. standardisierte) Lohnquote ist dann:
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1U, L_LY

Q= yE = g, mit g, = v. = U.E (bereinigte Lohnquote)

Abb. 9.6 stellt die unbereinigte Lohnquote Q, (durchgezogene Linie) und
die mit der Struktur a, von 1960 bereinigte Lohnquote Q,,” (gestrichelte
Linie) dar.

Offenbar ist

e Q/Qi = ala, dh. die Veranderung (Messzahl) der
Abhangigenquote (mittlere Linie in Abb. 9.7) oder die Differenz
Q-Q; = q(a-ay) ist Ausdruck des Struktureffekts. Demgegenuber
gilt

e Qi/Q, = g/q, (untere durchgezogene Linie in Abb. 9.7) oder die
Differenz Qi-Q, = a,(0-q,) as echte Zunahme der Lohnquote

(denn Qp = Qp).

o Der Gesamteffekt Q, /Qy = (Qu" /Qu)(Q: /Q:") = (0 /ap)(& /) ist
dann das Produkt der beiden Effekte (obere gestrichelte Linie in

Abb. 9.8), bzw. die Differenz Q-Q, = (Q-Q.") + (Qu"-Qo) = aa-
ay) + 8,(0-9o) = S + E ist die Summe der beiden Effekte (die letzte

Gleichung ist analog Gl. 9.25 gebildet).

Die Daten (Abb. 9.6,7) zeigen, dass die Abnahme der Lohnquote v.a. Ergebnis einer
echten Verdnderung der Verteilungsrelation ist. Das wird demonstriert am Vergleich von
unbereinigter und bereinigter (standardisierter) Lohnquote (Abb. 9.6) und an der
Abnahme von g/, (untere Linie in Abb. 9.7). Die Abnahme der Lohnquote ist dagegen
nicht auf einen Struktureffekt (a/ay) zurtickzufiihren. Letzterer hétte eher im Gegenteil
eine Zunahme der L ohnquote bewirken missen.

b) Der kritische Punkt bei dieser Art von Betrachtung, die in der Statistik sehr verbreitet
ist (so sind z.B. Preisindizes Verhdltnisse von standardisierten Ausgaben), ist dass die
Pro-Kopf-Lohnquote g = |, /y; sich wahrscheinlich nicht so entwickelt hétte, wie sie sich
tatsachlich entwickelt hat, wenn die Abhangigenquote konstant geblieben wére. Es wird
also eine Unabhangigkeit der Einkommensentwicklung von der Beschéftigtenstruktur
unterstellt, die mit Sicherheit (was sich auch theoretisch begriinden 18/3t) nicht gegeben
ist. Aulerdem ist die Beschéftigtenstruktur nicht der einzige Faktor, der die echte
Lohnzunahme Uberlagert. Ein anderer Effekt ist z.B. die Arbeitszeitverkirzung. Danach
wére es auch gerechtfertigt, die Lohnquote nicht nur mit einer Standardstruktur
hinsichtlich der Beschéftigten (unselbstandig oder nicht), sondern auch hinsichtlich der
Arbeitszeit zu standardisieren, d.h. die Lohnguote zu berechnen, die sich ergeben hétte,
wenn die Produktivitatssteigerung voll in Lohnsteigerungen und nicht z.T. auch in
Arbeitszeitverkirzungen weitergegeben wére.
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Abb. 9.6 (oben) und 9.7 (unten): Erlauterungen in der Losung 9.18

775
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€) Aggregation von M esszahlen und Wachstumsr aten

1. Aggregation von Messzahlen

Die Variable Y,, deren Messzahlen my, = Y /Y, zu betrachten sind, soll ein
Aggregat darstellen, d.h. es gelte zu jeder Periode t jeweils Y = Sy;. Wie

man leicht sieht, gilt

Y _YuYi | YaYon

(9.228) Mg = Yo Yio Y0 Y20 Y0

L =X mOt Yo

wobel die Gewichte g, jewells die Anteile y;//Y, also der Teilbetrége y,
am Gesamtbetrag Y zur Basiszeit sind. Gl. 9.22aist in Analogie zu Gl.
9.22 zu sehen und man kann analog zu Gl. 9.23 auch die Messzahl eines
Aggregats als harmonisches Mittel darstellen mit Gewichten g, die sich

auf die Berichtszeit beziehen, also



352 Kapitel 9: Verhaltniszahlen, Wachstumsraten und Aggregation

1 1 |
(9.23) ——=my= E L Ot = 2Mg Gy
Ot . Ot J
]

Gl. 9.26 bzw. 9.25aist entsprechend bei Differenzen anzuwenden.

Beispiel 9.19:
Es gilt die Gleichung: Inlandsprodukt (P) plus Aul3enbeitrag (A) ist das Sozialprodukt Y.
Fir ein Land mdgen die folgenden Zahlen gelten (in Mrd DM):

Jahr P A Y
1970 660 15 675
1990 2000 120 2120

Man verifiziere Gl. 9.22al

LOsung 9.19:

Die Messzahlen des Inlandsprodukts und Aufenbeitrags betragen mg’t = 3,0303 undeOAt
= 8. Die Gewichte betrugen zur Basiszeit 660/675 und 15/675. Die Messzahl mg, =
2120/675 = 3,14074 ist ein hiermit gewogenes arithmetisches Mittel der einzelnen
Messzahlen.

2. Aggregation von Wachstumsfaktoren und Wachstumsr aten

a) Aggregation

Esist unmittelbar einsichtig, dass fur Wachstumsfaktoren Gl. 9.22a analog
gilt, wobei der Wachstumsfaktor w, des Aggregats Y=Xy; als gewogenes
arithmetisches Mittel der Wachstumsfaktoren der Summanden j =1,2,...J
darzustellen ist

Y
(9.22b) w, = Y_: = Z(Yj¥; 09 1 = ZWGj 1

wobel die Gewichte die Anteile g;,; =V;, /Y, der Summanden am Ge-
samtmerkmal shetrag in der Vorperiode sind. Natrlich kann man auch Gl.
9.23a analog anwenden, wenn die Gewichte g;, die entsprechenden An-
teile

zur Zeit t darstellen.

Ausgehend von den Wachstumsfaktoren w kdnnen mit r = w - 1 entspre-
chende Aussagen Uber die Wachstumsraten (r) gemacht werden.

9.27) r.= 29 -
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b) Struktureffekt

Ist eine GrofRe Z eine Summe von X und Y, so gilt fir die Wachstums-
rate der Linearkombination Z nach Gl. 9.27:

) ) Y,
r,=ng,+rg, mit gxzz‘j und gyzz‘_—ll.

Entsprechend kann man die Differenz von Wachstumsraten einer Line-
arkombination zerlegen:

Die Differenz aufeinanderfolgender Wachstumsraten r, -1, ist darstellbar as die
folgende Summe:

der erste Summand [(ry; - fy )91 + (fye - Tyr2)9ypal ISt Ausdruck  des
Woachstumsef-

fekts und der zweite Summand [ry ; 1(9y 1.1 - Oxr-2) + Ny r-1(9y 11 - Gy, 1-2)] ist Ausdruck
des Struktureffekts.

Diesist eine zu Gl. 9.25 analoge Betrachtung mit Wachstumsraten.

Man kann ferner die Wachstumsrate einer Linearkombination, etwavon Z = X + Y flr
den Zeitraum von O bist zerlegen in einen Teil, der auf den isolierten Einflul® von X und
einen Teil der auf den isolierten Einfluld von Y zuriickgefuihrt werden kann. Mit den
Gewichten g, = Xo/Zg und gy, = Y o/Z erhélt man

Z
(928) Nzt = Z; -1= (ngx + gy) -1+ (gyWy + gx) -1

Interpretation:

Die erste Klammer stellt den isolierten EinfluR von X auf die Summe Z dar, denn g, w, +
gy = Xy + Y)/Z,. Entsprechend ist der zweite Klammerausdruck der isolierte
Einfluss

von Y auf die Summe Z: gyWy + gy = (Yy + Xg)/Z,. Berticksichtigt man, dass gilt g, +
g =

1yund r=w-1, soist Gl. 9.28 nur eine andere Darstellung von Gl. 9.27.

Betrachtungen dieser Art haben seinerzeit fiir die Statistik-Ausbildung von Okonomen in
der DDR eine grof3e Bedeutung gehabt. In dem bis zur "Wende" 1989 als "Bibel" gelten-
den Statistik-Lehrbuch von Donda et a. wird dieser Zusammenhang Uber viele Seiten als
"additive Faktorenanalyse mit Indizes' (d.h. Messzahlen) ausgefiihrt. Das folgende Bei-
spiel 9.20 zeigt eine Anwendung dieser Art.

Beispiel 9.20:

Die Kosten Z eines Betriebes setzen sich aus Material- (X) und Arbeitskosten (Y) zusam-
men. Es mogen die folgenden Zahlen gelten:
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Jahr X Y Z
1970 75 25 100
1980 80 40 120
1990 100 80 180
a) Wie l&sst sich die Zunahme der Kosten von 1980 bis 1990 um 50% von 120 auf

180 auf zunehmende Arbeits- und zunehmende M aterialkosten verteilen?

b)

Man zerlege die Veranderung der Wachstumsrate von 20% (1970-80) auf 50%

(1980-90) in Wachstums- und Struktureffekt.

Ldsung 9.20:

a)

Nach Gl. 9.28 gilt mit g, = 2/3 und 9y = 1/3. Die Zunahme von 50% ist dann: 0,5 =
(2/3-10/8 + 1/3) - 1 + (/32 + 2/3) - 1. Die erste Klammer fihrt zu 7/6 = (100 +
40)/120 und ist Ausdruck der Erhthung der Materialkosten von 80 auf 100. Der
zweite Klammerausdruck betragt 4/3 und dies ist zugleich (80 + 80)/120, also die
Wirkung der Erhéhung der Lohnkosten von 40 auf 80. Man kann also sagen, dass
die Zunahme der Gesamtkosten um 50% zuriickzufihren ist auf 1/6 Material- und
1/3 Arbeitskosten (denn 1/6 + 1/3 = 1/2).

b) Die Differenz der Wachstumsraten von 0,5 und 0,2 (also 0,3) 183 sich zerlegen
in einen Wachstumseffekt (20/80 - 5/75)(2/3) + (40/40 - 15/25)(1/3) = 23/90

und in einen Struktureffekt (5/75)(2/3 - 3/4) + (15/25)(1/3 - 1/4) = 4/90 [23/90 +
4/90 = 0,3].

Das Gewicht von X war zur Zeit t-1 (1980): 2/3, dagegen zur Zeit t-2 (1970): 3/4.
Es ist von 1980 bis 1990 bestandig zurlickgegangen und entsprechend ist das
Gewicht der Arbeitskosten gestiegen (von 1/4 1970 Uber 1/3 im Jahr 1980 bis 4/9 im
Jahre 1990). Dies ist fUr den Struktureffekt verantwortlich, dessen Bedeutung mit
4/90 ganz wesentlich geringer ist al's der Wachstumseffekt (23/90).
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