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1. Gegenstand und Bedeutung von I ndexzahlen

a) Definition von | ndexzahlen

Indexzahlen spielen vor allem in 6konomischen Anwendungen der Stati-
stik eine grof3e Rolle. Auch Nichtfachleuten ist z.B. der Preisindex fur die
L ebenshaltung (nicht Lebenshaltungskostenindex!) als Mal3 der algemei-
nen Teuerung (der Kaufkraft des Geldes) bekannt. In diesem Kapitel geht
es um die methodischen Probleme von Indexzahlen. Es wird zunéachst eine
maoglichst allgemein gehaltene Definition versucht, die anschlief3end
kommentiert wird.

Indexzahlen sind Maf3zahlen fur den Vergleich einer Gesamtheit von Er-
scheinungen. Der summarische Charakter unterscheidet Indexzahlen von
Verhdltniszahlen (insbesondere Messzahlen). Indizes sind Mal3e der ag-
gregierten Verédnderung.

1. Gegenstand des Vergleichs, | ndizes und Messzahlen

Indizes werden also vorwiegend zur Darstellung einer zeitlichen Entwick-
lung verwendet, seltener zum réumlichen Vergleich. Indizes und
Messzahlen

e haben gemeinsam den (zeitlichen) Vergleich und die dem Vergleich
verschiedener Erscheinungen dienende Bezugnahme auf einen Basis-
wert (Wert zur Basisperiode), der gleich 100 gesetzt wird;
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e unterscheiden sich dadurch, dass Messzahlen die Entwicklung einer
Einzelerscheinung (z.B. der Preis einer Ware), Indizes dagegen die
einer Gesamtheit von Erscheinungen (z.B. die Preisentwicklung fir
einen aus n Waren bestehenden "Warenkorb") darstellen.

Demzufolge sind auch die meisten gebrauchlichen Indexformeln (gewogene) Mittelwerte
von Messzahlen und. Frither sprach man von Indizes und Generalindizes, so wie man
heute zwischen Messzahlen und Indexzahlen unterscheidet.

2. Die" Gesamtheit" (das Aggregat)

der Erscheinungen ist kategorial (qualitativ) abgegrenzt. Es ist kennzeichnend fUr einen
Index, dass das Kriterium, nach dem Einzelerscheinungen (z.B. Preismesszahlen von
verschiedenen Gltern und Dienstleistungen) zusammengefaldt werden, qualitativer Art ist
(z.B. Einzelhandel spreise, Preise fur die Lebenshaltung, Grundstoffpreise usw.).

3. Die Art der Einzelerscheinungen

(bzw. im Falle des zeitlichen Vergleichs: der Melziffern) entscheidet tber die Art des
Index. Ein Preisindex mif3t als Mittelwert von Preismesszahlen die durchschnittliche
Preisentwicklung eines Aggregats. Entsprechend mifit ein Mengenindex eine
durchschnittliche Mengenentwicklung.

4. Index als Funktion

Ein ungewogener Preisindex Py, zur Basis O und fir die Berichtsperiode t
(mit einem "Warenkorb" von n Waren) ist eine Abbildung von zwel n-di-
mensionalen reellen Datenvektoren [py; ... P,J und [Pyg ... Prol iN diereelle
Zahl P, (= Preisindex), wobei p,, der Preis der i-ten Ware zur Berichtszeit
und p,, zur Basiszeit ist (mit i = 1,2,...,n). Ein (Preis-) Index ist also eine
Funktion von (Preis) Vektoren, die bestimmten, in der Indextheorie
(Abschn. 3) definierten formalen und 6konomischen Kriterien gentigt. Das
Hauptproblem jeder Indexkonstruktion ist es also, die fir zwei Perioden
[Zeitpunkte oder -intervalle] 0 und t, bzw. beim regionalen Vergleich die
fir zwei Regionen gegebenen Vektoren sinnvoll durch eine Zahl zu
vergleichen.

5. Der Begriff " Index"

wird auch verwandt fur absolute Gréfien, nicht nur fir Verhaltniszahlen. Haufig wird
darunter auch ein Mittelwert von nach irgendeinem Schema fir verschiedene Einzeler-
scheinungen (Variablen) vergebenen Punktzahlen verstanden, so z.B. bei einem Level of
Living Index (als Mal3 der Wohlfahrt), Status-Index (Messung der sozialen Schichtung)
oder Konjunkturindex. Oft wird der Begriff "Index" auch im algemeinen Sinne eines
"Indikators" oder einer Mal3zahl benutzt.
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b) Heuristische Einfihrung der Preisindex-Formeln

Im folgenden soll gezeigt werden, wie eine einfache Uberlegung in fiinf Gedankenschrit-
ten zur Preisindexformel von Laspeyres fihrt. Dabel werden auch einige andere (dltere)
Preisindexformeln sowie axiomatische Forderungen an eine "sinnvolle" Indexformel
vorgestellt, die das Versténdnis der folgenden Abschnitte erleichtern dirften.

1. Preisniveau als relative Grole

Bel der Messung eines Preisniveaus konnte man zunachst daran denken,
einen Durchschnittspreis zu berechnen, etwa ein ungewogenes arithmeti-
sches Mittel der einzelnen Preise

(10.1) p,= zlri“ (i=12,..,n).

Als absolute Grofie hat diese Zahl wenig Aussagefahigkeit, zumal die
Festlegung des "Warenkorbes' der n Waren entscheidend ist dafir, wie
grol3 der "Durchschnittspreis’ ist. Ein Preisniveau kann entgegen dem
Eindruck, den das Wort "Niveau" erweckt, keine absolute, sondern nur
eine relative Grolde sein.

Wie problematisch eine Bezugnahme auf absolute Grof3en ist, mag auch
das folgende Zitat aus einem Rundfunkkommentar verdeutlichen
(Hessischer Rundfunk 9.12.1970):

"Die 2-Personen-Haushalte von Rentnern und Sozia hilfeempfangern, ... missen ... zu-
sétzlich mindestens 20 DM im Monat aufwenden. Die Ausgaben fir den privaten Ver-
brauch eines 4-Personen-Arbeitnehmer-Haushalts mit mittlerem Einkommen, ... haben
sich bereits mit 60 DM verteuert. Bei den 4-Personen-Haushalten von Beamten und
Angestellten mit htherem Einkommen...macht die Verteuerung sogar tUber 100 DM im
Monat aus."

Das legt den Schluf? nahe, Haushalte mit htherem Einkommen hétten unter der Inflation
mehr zu leiden als solche mit niedrigem Einkommen. Es wird dabei aber vdéllig
vergessen, dass die Warenkérbe der verschiedenen Haushaltstypen auch zur Basiszeit
unterschiedlich teuer waren. Das Bemihen, zu einer evtl. einfacher versténdlichen
Aussage zu gelangen als die fur Laien vielleicht komplizierte Aussage eines Indexes ist
zwar anzuerkennen, aber der dadurch vermittelte Eindruck ist einfach falsch. Es stimmt
nicht, dass Haushalte mit hdherem Einkommen unter der Inflation mehr zu leiden haben
as solche mit niedrigem Einkommen. Wie die entsprechenden Preisindizes zeigen, ist
vielmehr das Gegentell der Fall.

Auch dieses Beispiel zeigt, dass ein Preisniveau nur eine relative Grofie
sein kann. Es muss unter Beriicksichtigung des Prinzips des reinen Preis-
vergleichs, d.h. eines Vergleichs unter sonst gleichen Umstanden (gleiche
Mengen, Qualitdten usw.) die aggregierte Preisverdnderung gemessen
werden. Dasist die Aufgabe eines Preisindexes.
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2. Preisindex als Messzahl von Durchschnittspreisen

Ein zeitlicher Vergleich des Durchschnittspreises bezogen jewells auf den
gleichen Warenkorb durch einen Preisindex zur Basis O und fir die Be-
richtsperiode t kdnnte erfolgen durch:

(102) P, =2 =2Pt o (Dytor-Preisindex)
Po  2Po

Hierbei ist p, analog zu p, gem. GI.10.1 definiert.

Setzt man die Basisperiode 100 statt 1 (es sei 0 etwa das Basigahr 1990,
was dann mit der bekannten, aber an sich unsinnigen Schreibweise "1990
= 100" bezeichnet wird), dann ist diese, wie auch alle nachfolgenden In-
dexformeln mit 100 zu multiplizieren.

Aber auch Gl. 10.2, eine 1738 von Dutot vorgeschlagene Indexformel
kann kein sinnvolles Mal3 fir ein Preisniveau sein, weil dieser Index ge-
gen die axiomatische Forderung der Kommensurabilitét (Axiom P5 vgl.
Abschn. 3b) verstofdt. Der Dutot-Index kann unterschiedliche Preissteige-
rungen ausweisen, je nachdem, ob der Preisnotierung (bel m < n Waren)
beispielsweise Pfund- oder Kilopreise zugrunde liegen. Angenommen der
Warenkorb besteht aus nur zwei Waren (also n = 2) und die Ware 1 werde

1. inKilopreisen oder aber
2. inPfundpreisen
notiert. Esist offensichtlich, dassin der Regel

CPutPa e Yp o 4p
PPl = ht tisch mit PP2 =
P10+ P nicht identisch mi Y210+ Poy

sein wird. Allgemein gilt:

Preissummen und Preisdurchschnitte sind nicht unabhangig von der Mal3-
einheit der Mengen, auf die sich die Preisnotierungen zu beiden Zeiten 0
und t beziehen. Ein Index, der der Forderung der Kommensurabilitdt ge-
niigen soll kann aso nicht eine Messzahl von Durchschnitten sein (wohl
aber - was alerdings etwas ganz anderes ist - ein Durchschnitt von
Messzahlen, vgl. Nr. 4).

3. Preisindex als Messzahl von Durchschnittswerten
Ein Durchschnittswert von n Waren ist definiert als
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(103) w=22% j_15

20y

wobei ¢, die Menge der i-ten Ware zur Berichtszeit darstellt. Der Durch-
schnittswert w,, fir die Basisperiode ist entsprechend definiert.
Gegen einen mit Durchschnittswerten gebildeten Preisindex

(104) Pw =2t

Wy

also gegen eine Messzahl von Durchschnittswerten sind folgende Ein-
wande zu erheben:

Die Summe Zq;;, bzw. Zq,, der Mengen ist haufig nicht definiert. Sie
setzt eine gemeinsame Mengeneinheit (z.B. Kilogramm, Stuck, Liter,
m2 usw.) voraus, was nur moglich ist bei einer Gruppe von unterein-
ander ahnlichen Waren (wenn z.B. wie in der AulRenhandelsstatistik
verschiedene Waren unter einer Warennummer zusammengefaldt wer-
den). Fir einen Preisindex fur die Lebenshaltung wére diese Formel
somit schon deswegen nicht geeignet, weil bel ca. 750 Verbraucher-
preisen praktisch alle Mengenarten vorkommen, die Uberhaupt nicht
zu einer Summe X, addiert werden konnen.

Der Index PV der GI. 10.4 ist nicht darstellbar als Mittelwert von
Preismesszahlen p,/p,,, wie dies beim Dutot-Preisindex der Fall ist.
Aus Gl. 10.4 erhdlt man

= _ 2Pyl _2Gn Pi Pl 20
20¢  ZPiUio Pio ZPio%io X0

ZP%io X0t
notwendig zu 1, so dass der Preisindex PV grof3er a's die grofite oder
kleiner als die kleinste Preismesszahl sein kann. Auch deshalb kann
PW nicht als sinnvolle Preisindexformel akzeptiert werden.

Wie man leicht sieht, addieren sich die Gewichte nicht

Man beachte aber, dass

der erste Faktor dieser Gewichte, namlich p;0i/Zp;o0i die Ausgaben-
anteile zur Basiszeit darstellt und diese GrofRen sich sehr wohl zu 1
addieren (i = 1,2,...,n) und dass

sich auch der Dutot-Index als ein (mit Anteilen an der Preissumme zur
Basiszeit) gewogenes arithmetisches Mittel der Preismesszahlen dar-
stellen 183, so dass gegen PP nicht der Einwand erhoben werden
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kann, dass PP grolder as die grofdte oder kleiner als die kleinste
Preismesszahl werden kann.

4. Preisindex als Durchschnitt von Preismesszahlen

Um der Kommensurabilitét zu gentigen und auch sicherzustellen, dass ein
Preisindex nicht grol3er als die grofdte oder kleiner as die kleinste der n
Preismesszahlen werden kann, ist ein Preisindex als Mittelwert von Preis-
messzahlen zu konstruieren, etwa gemal3 der Formel von Graf Carli

1 - . .
(10.5) Pc= n JSLL (Preisindex von Carli, 1764).
i0

Dieser Preisindex ist ein ungewogenes arithmetisches Mittel der Preismesszahlen. Es ist,
wie gesagt, ein grof3er Unterschied, ob ein Index als Messzahl von Durchschnitten (wie
PP und PW) oder as Durchschnitt von Messzahlen konstruiert ist. Anstelle des
arithmetischen Mittels kdnnen auch andere Mittelwerte zur Definition eines Indexes
herangezogen werden, etwa das geometrische Mittel, wie dies Jevons vorschlug:

(106) P2 =[(p/P10)-(Pry/Prg] V" |

5. Preisindex als gewogener Durchschnitt von Messzahlen

Gegen die Formeln von Carli oder Jevons, P¢ oder PP ist nur einzuwenden,
dass keine Gewichtung vorliegt. Jede Preismesszahl wird as gleich
"wichtig" betrachtet. Bel einem nach der Formel PC oder P berechneten
Preisindex fir die Lebenshaltung erhielte also z.B. eine Mieterhéhung das
gleiche Gewicht, wie die Preissteigerung bei Olsardinen-Konserven, ob-
gleich der Haushalt von einer Mieterhbhung ungleich mehr betroffen sein
wird als von einer gleich groRen Zunahme des Preises von Olsardinen.
Dass die Preissteigerung bei der Wohnungsmiete bedeutsamer ist als bei
Olsardinen liegt daran, dass der Haushalt in der Regel fur die Miete we-
sentlich mehr ausgibt als fur Olsardinen. Es ist deshalb sehr sinnvoll, eine
Gewichtung mit Ausgabenanteilen vorzunehmen. Die heutzutage fur die
Praxis wichtigsten Preisindizes sind jeweils mit Ausgabenanteilen gewo-
gene Mittelwerte von Preismesszahlen:

1. Der Preisindex von Laspeyres P- ist ein mit den Ausgabenanteilen der
Basiszeit gewogenes arithmetisches Mittel der Preismesszahlen.

2. Der Preisindex von Paasche PP ist eéin mit den Ausgabenanteilen der
Berichtszeit gewogenes harmonisches Mittel der Preismesszahlen.
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zu l:
Der Ausgabenanteil der i-ten Ware (i=1,2,...,n) betrégt zur Basiszeit g, =
Pictio/ZPigtio  (Mit gjp > 0 und Zg;, = 1).
Der Preisindex nach Laspeyres (P-) ist definiert as arithmetisches Mittel
der hiermit gewogenen Preismessziffern, also als

P- = Z(pi/pio)dio oder

(10 7) pL= Bit Bigio LaSpeyreS-PreiSindex
' B Po =P, Messzahlenmittelwertformel.

Es ist leicht zu sehen, dass dies umgeformt werden kann zu einem Ver-
haltnis von Preis-Mengen-Produkten (Aggregaten), die z.B. im Falle eines
Verbraucherpreisindexes (wie der Preisindex fur die Lebenshaltung oder
der Einzelhandelspreisindex) Ausgaben darstellen (bel einem Erzeuger-
preisindex entsprechend Einnahmen), wobel der "Laufindex" (das Sub-
skript) i der Ubersichtlichkeit halber meist weggelassen wird. Eine andere
Darstellung von P- ist a'so:

2P0 _ 2P0y L aspeyres-Preisindex
ZPi%o  ZPeo Aggregatformel.

(10.8) P- =

Offensichtlich sind GI. 10.7 und 10.8 formal identisch. Gl. 10.7 beschreibt
jedoch deutlicher die praktische Vorgehensweise der laufenden (meist
monatlichen) Berechnung von Laspeyres-Preisindizes in der amtlichen
Statistik und zugleich die Vorzige der Laspeyres-Formel fur die Praxis:

e Jeweils monatlich neu zu bestimmen sind nur die n Preismesszahlen
pi/ Pip durch laufende monatliche Preisnotierungen;

e Solange das Basigahr beibehalten wird, bleiben dagegen die Ge-
wichte (p,oGio/ZPioGio), d-h. der "Warenkorb" konstant.

Zu 2

Der meist nur in seiner Aggregatformel (Gl. 10.9) bekannte Preisindex
nach Paasche

PP = 2P Zpo: Paasche-Preisindex

(10.9) PG ZPo% Aggregatformel

ist, wie oben behauptet, als mit den Ausgabenanteilen zur Berichtszeit (g;
= pi9i/Zp;0i) 9ewogenes harmonisches Mittel von Preismesszahlen dar-
stellbar. Bekanntlich ist der reziproke Wert des harmonischen Mittels das
arithmetische Mittel der reziproken Werte (hier der reziproken
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Preismesszahlen, also der Groflen p,o/p;). Mit den Gewichten g, erhélt
man namlich

1_ Pio Pl _ ZPiol
PP Pit 2P0 2Pyt

Im Unterschied zur Laspeyres-Formel ist bei PP der Warenkorb nicht konstant. Die
Berechnung von PP ist also aufwendiger als die von P-. Ein Preisindex fir die
Lebenshaltung wird i.d.R. nach der Formel P- berechnet. Die Bedeutung von PP liegt
dagegen auf einem anderen Gebiet (ndmlich dem der Preisbereinigung).

Wie man sieht, fiihren einfache Uberlegungen zu den in der Praxis der amtlichen Statistik
besonders beliebten Indexformeln von Laspeyres und Paasche. Die Indexaussage von P-
und auch von PP sollte ja auch intuitiv verstandlich sein. Die Uberlegungen zum Preisni-
veau sind entsprechend Ubertragbar auf andere Indizes (etwa auf Produktions-, Auf-
tragseingangsindizes usw.).

Beispiel 10.1:

Der Warenkorb der Verbraucher eines Landes bestehe nur aus den vier
Waren A,B,C und D. Gegeben seien die folgenden Preise und Mengen
dieser Waren zur Basis- (0) und zur Berichtszeit (t):

Preise (p) Mengen ()

Ware 0 t 0 t
A 2 3 25 50
B 4 8 20 30
C 7 9 30 25
D 3 4 10 90

a) Essollen zunachst nur die Preise beachtet werden: Berechnen Sie den
Preisindex nach Dutot
e mit den obigen Preisen
e flr den Fall, dass die Ware B in Pfund- statt bisher in Kilopreisen
notiert wird.

b) Bertcksichtigen Sie nun auch die Mengen: Berechnen Sie die Preis-
und Mengenmesszahlen aler vier Waren, sowie die Durchschnitts-
werte zur Basis- und Berichtszeit und den Index PW.

c) Berechnen Sie die Preisindizes P- und PP nach der Aggregatformel.



Kapitel 10: Indexzahlen 363

L6sung 10.1:

a)

b)

Bei den angegebenen Preisen gilt £p,, = 16, so dass der Durchschnitts-
preis 4 betragt und Zp,; = 24 (Durchschnitt: 6). Der Preisindex nach
Dutot ist dann PP = 6/4 = 24/16 = 1,5. Wird Ware B in Pfund statt in
Kilo notiert, so sind die Preise pg, = 2 und pg, = 4. Die Preissummen
sind dann 2p,, = 14 und 2p;, = 20 und der Dutot-Preisindex ist dann
bel gleicher Preissteigerung wie bisher PP = 1,4286 statt 1,5.

Man erhélt die folgenden Zahlenergebnisse:

Ware Messzahlen Werte Ausgabenanteile
() Preise | Mengen 0 t 0 t
A 15 2 50 150 0,135 0,154
B 2 15 80 240 0,216 0,246
C 1,286 2,5 210 |225 0,568 0,231
D 1,333 2,25 |30 360 0,081 0,369

Esqilt 2q;, = 85 und Zq;, = 195, ferner fur die Werte 2p,,q;, = 370 und
Zp,Q;; = 975, so dass fur die Durchschnittswerte gilt w, = 370/85 =
4,35 und w, = 975/195 = 5, so dass man erhalt PV = w,/w, = 1,1486.
Der Index PW ist damit kleiner as die kleinste Preismesszahl
(digjenige der Ware C mit 1,286).

Fur P- erhdt man P- = 2p,0,/Zp;o0i, = 545/370 = 1,473 (bzw. wenn
das Basigahr 100 gesetzt wird 147,3). Wie man leicht sieht ist P- auch
als Mittelwert der Preismesszahlen zu errechnen mit P- = 1,5:0,135 +

+ 1,333:0,081 und P- = 1,473 liegt "in der Mitte" der
Preismesszahlen, die zwischen 1,286 und 2 schwanken. Entsprechend
ist der Paasche Preisindex PP = 2p,q,/Zp,o0;; = 975/665 = 1,466. Man
beachte, dass der Zahler von PP und der Nenner von P- bereits im Tell
b) berechnet wurden. Hierbel handelt es sich némlich um tatsachliche
Ausgaben (oder allgemeiner: Werte), wahrend die Grolzen 2p;,q;, und
Zp,o0;; fiktive Ausgaben sind.

Beispiel 10.2:

Um seinen notleidenden staatlichen Dienstlei stungsbetrieben finanziell auf
die Sprunge zu helfen, plant ein Minister eine Gebuhrenerhthung bei zwei
von 20 Gebuhrenarten (A und B) und zwar um 50% (bei A) und um 80%
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(bei B). Die Ausgabenanteile fur die Dienstleistungen A und B waren bei
den Konsumenten bisher (Basiszeit) 15% (bei A) bzw. 20% (bei B).

a) Wiegrol3ist der Preisindex nach Laspeyres?

b) Es ist nicht bekannt, wie die Verbraucher reagieren werden. Kann
man deshalb keine Aussage Uber PP machen, kann also PP ganz belie-
bige Werte annehmen, oder kann der Preisindex nach Paasche einen
bestimmten Hochstwert nicht tber- und einen Mindestwert nicht un-
terschreiten?

L6sung 10.2:

a) Der Laspeyres-Preisindex ist hier nur mit der Messzahlen-Mittelwert-
formel (GI.10.7) zu errechnen. Fir die Preismesszahlen und fir die
Ausgabenanteile gilt nach obigen Angaben

Dienstleistung | Preismesszahl | Ausgabenanteil
A 15 0,15
B 1,8 0,20
ale Ubrigen 1,0 0,65

Somitist P- =1,5-0,15+ 1,8:0,2 + 0,65 = 1,235.

b) Man kann sehr wohl einen Bereich fir PP angeben, denn auch der
Paasche-Preisindex ist ein Mittelwert der Preismesszahlen. Wie immer
die Ausgabenstruktur zur Berichtszeit aussehen mag, PP kann nicht
grofder als 1,8 und nicht kleiner als 1 sein.

¢) Kompromissformeln durch Mittelwertbildung

Bevor wir auf die Eigenschaften der Preisindexformeln von Laspeyres und Paasche néher
eingehen und auch weitere Beispiele fir die Anwendung dieser Formeln durchrechnen,
soll hier gezeigt werden, wie das Thema"Indexzahlen" im besonderen Mal%e geeignet ist,
eine statistische Methode mit mathematisch-formalen Uberlegungen zu untersuchen (was
in Abschn. 3 vertieft wird). Zwar wurden die meisten dteren Indexformeln aus anderen
Uberlegungen heraus entwickelt, es entstand jedoch schon friih eine formale Theorie der
Indexzahlen (wobel meist Preisindizes im Vordergrund standen).

Gegenstand einer formalen Indexbetrachtung ist

1. die Suche nach "idealen" Mittelwerten und/oder Wagungsschemen,

2. der Versuch, "ideale" Indexformeln dadurch zu finden, dass man Mit-
telwerte von Indizes oder von Gewichten bildet und

3. die Entwicklung einer Axiomatik fir Indexzahlen und die Suche nach
Indexformeln, die solchen Axiomen gentigen.
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Auf den Punkt Nr. 3 soll in Abschnitt 3 eingegangen werden. Zu den er-
sten beiden Punkten durften knappere Hinweise schon an dieser Stelle ge-
nugen:

zul:

Da Indizes stets Mittelwerte von Messzahlen sind und zwar in der Regel
auch gewogene Mittelwerte, liegt der Gedanke nahe, verschiedene Arten
von Mittelwerten und verschiedene Wéagungsarten "auszuprobieren”. Da-
bei bestehen auch Zusammenhange zwischen den Mittelwerten und W&

gungsarten, z.B. zwischen dem arithmetischen und dem harmonischen
Mittel (vgl. Ubers. 10.1 und 10.5).

Ubersicht 10.1

Gewichte arithmet. Mittel | harmon. Mittel
(Ausgabenanteile)

Basisperiode pody/Zpgd, | P+ (Laspeyres)

Berichtsper. p,a/Zp,q; PP (Paasche)
“hybrid" 1 py0/Zpatk PP
"hybrid” 2 pg/Epd, P

Die in diesem Schema nicht ausgefilliten Kombinationsméglichkeiten miissen nicht not-
wendig vollig unsinnig sein und kénnen in dem indirekten Sinne eines reziproken
Mengenindexes als "Preisindizes" aufgefaldt werden.
So wurde z.B. als Preisindex von Palgrave ein arithmetisches Mittel der Ausgabenanteile
der Berichtsperiode vorgeschlagen. Die sich daraus ergebende I ndexfunktion

\VA

pPA _ ZPitdioVi - Pit it

ZP; Qi Piodio
unterscheidet sich vom reziproken Paasche-Mengenindex (QP)! = 2p,q,¢/Zp;q;; durch
die im Zahler an den Mengen g, mit dem Faktor (Ausgabenverhéltnis) v, angebrachten
Korrekturen. Man kann ¢qv; oder gleichbedeutend p;,q;,/q;g als eine die Preissteigerung
berticksichtigende "korrigierte” Menge q*;, auffassen. PP ist aber auch das harmonische

Mittel der reziproken Preismesszahlen mit den Ausgabenanteilen der Berichtszeit, so
dass die Interpretation als Preisindex auch wieder problematisch erscheint.

Zu 2:

Einige besonders bekannte durch Mittelung gebildete "Kompromiss-
formeln" sind in Ubers. 10.2 zusammengestellt.
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Ubersicht 10.2
Mittelwert Art des Mittelwerts
von arithmetisch geometrisch

PORO = 14(PL+PP) | pF =+[PLPP
Indexformen  f probisch 1871] | [Fisher 1922]

Zp; (G + 0 2D\ Gy Gt
Gewichten ZPo@io * Git) Zpig\ Gio it
[Bowley et al.1887] | [walsh 1901]

Besonders Irving Fisher ist bekannt fir seine systematische Suche nach
einer Indexformel, die nach bestimmten Kriterien "ideal" ist, wie etwa der
von ihm gefundene "I dealindex™

(10.10) PF= /P-PP ("Idealindex" von |. Fisher).

Als geometrisches Mittel von Laspeyres- und Paasche-Preisindex hat der
Idealindex interessante Eigenschaften, auf die an spaterer Stelle noch ein-
gegangen wird.

Aus der Mittelung folgt, dass die Preisindizes von Drobisch (PPRO) und
Fisher zwischen denen von Laspeyres und Paasche liegen missen, es gilt
also z.B. immer entweder PP < PF < PL oder PL < PF < PP,

Man konnte natiirlich auch ein harmonisches Mittel aus PL und PP
berechnen (PHM). Das geometrische Mittel aus PPRO und PHM st pF,

2. Indizes nach Laspeyresund Paasche
a) Preis- und Mengenindizes, Preisbereinigung

Die Preisindexformel von Laspeyres (und auch die von Paasche) wurde
bereits schrittweise hergeleitet als Mittelwert von Preismesszahlen (Gl.
10.7). Man kann die Formeln fur P- und PP in der Form der sog.
"Aggregatformel” (Gl. 10.8 und 10.9) auch einfuhren, ausgehend von dem
Gedanken, dass ein "Wertindex" nicht als Preisindex verwendet werden
kann (vgl. Ubers. 10.3).

Def. 10.1: Wertindex

Ein Wertindex ist eine Messzahl der tatsachlichen (nominalen) Ausgaben
bzw. Einnahmen:
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_ ZPyG; : _2pG
10.11) W, = oder einfach W, =
( ) o Epigtio o ¥pgo

Bemerkungen zu Def. 10.1:

1. Im Beispiel der Verbraucherpreise ist ein Wertindex ein reines Aus-
gabenverhdltnis, ein Lebenshaltungskostenindex. W, kann aber
kein Preisindex fur die Lebenshaltung sein (der nach der Formel P-
konstruiert ist). Denn W, wird nicht allein von der Preisentwicklung
bestimmt, sondern auch durch die Mengenentwicklung. Zahler und
Nenner des Wertindexes unterscheiden sich nicht nur durch die Preise,
sondern auch durch die Mengen.

2. Die Lebenshatungskosten kdnnen z.B. steigen obgleich alle Preise fur
die Lebenshaltung gleich bleiben, alein deshalb weil die Mengen
steigen. Umgekehrt kénnen trotz steigender Preise fir die Lebenshal-
tung die Lebenshaltungskosten sogar sinken, well die Haushalte "den
Gurtel enger schnallen™.

3. Esliegt also nahe, zu einem reinen Preisvergleich dadurch zu gelan-
gen, dass man im Zahler und Nenner des Ausgabenverhaltnisses mit
den gleichen Mengen rechnet und dabei auch fiktive Ausgaben be-
trachtet. Es sind nun zwel Ansédtze Ublich (und natlrlich noch viele
weitere denkbar): man kann die Mengen der Basiszeit g
(Laspeyresansatz) oder die Mengen der Berichtszeit q
(Paascheansatz) dem Ausgabenvergleich zugrunde legen (vgl. auch
Ubers. 10.3).

Def. 10.2: Preisindizes nach L aspeyres und Paasche

Inihrer Aggregatformel sind die Preisindizes von Laspeyres (P-) und Paa-
sche (PP) gegeben durch

(108) p==P%

_ PP = 2P0
2P

(Laspeyres) und (10.9) =P

(Paasche)

Bemerkungen zu Def. 10.2:

1. Zahler und Nenner der Preisindizes stellen jeweils Aggregate dar (im
Falle von Verbraucherpreisindizes: Ausgabenaggregate). Der Nenner
von P- und der Zahler von PP sind empirisch beobachtbare Aggregate
(tatsachliche Ausgaben, bzw. allgemeiner Werte). Entsprechend sind
der Nenner von PP und der Zahler von P- fiktive Aggregate.
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2. Der Laspeyres-Preisindex beantwortet die Frage: Was wirde heute
(d.h. mit den Preisen zur Zeit t) der fruhere (historische) Warenkorb
der Basisperiode (mit den Mengen g;;,) kosten?

3. Der Paasche-Preisindex beantwortet die Frage: Was wirde der heutige
Warenkorb (d.h. mit den aktuellen Mengen ¢;,) heute mit den Preisen
p;; mehr, bzw. weniger als damals (mit den Preisen p,, zur Zeit 0) ko-
sten?

Def. 10.3: Mengenindizes nach L aspeyr es und Paasche

Durch Vertauschung von Preisen und Mengen in den Gleichungen 10.8
und 10.9 erh@lt man die entsprechenden Mengenindizes. Oder: in der glei-
chen Art, wie P- und PP gewogene Mittelwerte von Preismesszahlen sind,
sind Q- und QP gewogene Mittel von Mengenmesszahlen (vgl. Ubers.
10.3). Die Mengenindizes lauten jeweils in der Aggregatformel:

_ 24Py _Zap:
10.12 L = d (10.13) QP =
( ) Q 200Pg und - ( ) Q 200,

Folgerung aus Def. 10.2 und 10.3

Zwischen den Preis- und Mengenindizes sowie dem Wertindex bestehen
die folgenden leicht zu verifizierenden Gleichungen, die zugleich die
Grundlage der Preisbereinigung (vgl. Def. 10.4) darstellen:

[(10.14) W, = P--QP = PP-QL . |

Man sieht leicht, dass sich z.B. im Produkt PP-Q- Zahler und Nenner ent-
sprechend kiirzen lassen, so dass gilt:

_IpG IboG _ IDG _
It 2P ZPle

PP-Q

Def. 10.4: Wert, Volumen, Preisbereiniqung

a) Ein Wert W,, oder (anders genannt) ein "nominales’ Aggregat, eine
Grole "zu laufenden Preisen” ist eine Summe von Preismengenpro-
dukten mit laufenden (aktuellen) Mengen und laufenden Preisen:

(10.15)W, = Xp,q, entsprechend W, = Zp,og;o
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b)

Ein Volumen V, oder ein "reales’ Aggregat, ist eine Preismengenpro-
duktsumme mit laufenden (aktuellen) Mengen (q,) "zu konstanten
Preisen” der Basisperiode (zu den Preisen pyy):

(10.16) V,=Zpq; und V,=W,

Deflationierung oder Realwert- oder Volumenrechnung ist die Auf-
gabe aus einem Wert ein Volumen (aus W, die Grolee V), bzw. aus
einem Wertindex W, ein Mengenindex nach Laspeyres (Qb,,,) zu be-
rechnen.

Bemerkungen zu Def. 10.4

1

Ein Wertindex (Def. 10.1) ist eine Messzahl von Werten im Sinne der
Def. 10.4. Er stellt die wertmalZige Zunahme (nominale Steigerung)
eines Aggregats (im Vergleich zur Basiszeit) dar.

Der Laspeyres-Mengenindex Q- stellt die reale (volumenmalidige) Zu-
nahme eines Aggregats dar (er ist praktisch ein "Volumenindex" [der
Begriff wird jedoch auch anders gebraucht]) und soll die reine men-
genmaldige Entwicklung darstellen, da Mengen in der Regel nicht in
physischen Einheiten aggregierbar sind.

Ein Wert wird deflationiert indem man ihn durch einen entsprechend
definierten (die gleichen Giter umfassenden) Preisindex nach Paasche
dividiert:

W W,
(10.148) V,=p und (10.14b) QL:—P,.E’I.
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Ubersicht 10.3: Wertindex, Preis- und Mengenindizes

Wertindex W, (z.B. Lebenshaltungskostenindex)

z
W -
% Epgo
|
L aspeyres Preisindex Paasche Preisindex
) z
P = ZP% pp = 2P
2Pg% 2P
Verwendung fir: Verwendung fir:
spezielle Preisniveaus Preisbereinigung”)
(z.B. Preisindizes fir die (Deflationierung, z.B.
L ebenshaltung) des Sozialprodukts)

Vertauschung von Preisen und Mengen in den Formeln fihrt zu den entsprechenden
Mengenindizes Q- und QF also:

L aspeyres M engenindex Paasche M engenindex
_ 2GPqy _ 20
L P
O Tagp, %%~ Tap

Eine andere Art der Herleitung von Mengenindizes:

Wahrend PL ein mit Ausgabenanteilen zur Basiszeit ((yPy/Z0,P,) gewogenes arith-
metisches Mittel von Preismesszahlen ist, ist QL ein analog gebildetes Mittel von Men-
genmesszahlen. Entsprechendes gilt fiir den Zusammenhang von PP und QP: der Preisin-
dex PP ist ein mit den Ausgabenanteilen der Berichtszeit gewogenes harmonisches Mittel
der Preismesszahlen und QF ist ein entsprechendes Mittel der Mengenmesszahlen. Man
kann auch den Wertindex W, als Mittelwert der Wertmesszahlen [3;,0;/p;o0o auffassen.
Dabei fihren beide Arten der Mittelung, digjenige nach Laspeyres (arithmetisches Mittel,
Ausgabenanteile der Basiszeit) und digjenige nach Paasche (harmonisches Mittel, Ausga-
benanteile der Berichtszeit) zum gleichen Ergebnis.

Wertindex als Indexprodukt:
Es gilt nun die folgende grundlegende Formel fiir die Preisbereinigung:

[(10.14)W = P-QP = PPQL |

) Zur Preisbereinigung (Deflationierung) oder Realwert- oder Volumenrechnung vgl.
Def. 10.4 Teil ©): W, — V, und Wy, — QJ; gem. GI. 10.14aund 10.14b
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Beispiel 10.3:

Diplom-Kaufmann K aus E und Gattin gehen leidenschaftlich gern ins
Kino. Von Zeit zu Zeit schéatzen sie etwas Bildendes im "Filmkunst”, und
sie lassen sich auch schon mal politisieren im "Alternativkino”. Die Aus-
gaben des Ehepaares fir Kinobesuche sind von 1988 bis 1990 nominal um
40vH und real dagegen nur um 25vH gestiegen. Fir die Eintrittspreise der
Kinos gelte:

Nr. Kino Preis
1988 | 1990
1 Filmkunst 15 12
2 | Alternativkino 10 14
3 | Kolossal-Kino 12 18
4 Bahnhofskino 20 24

a) Man berechne den Preisindex nach Laspeyres, wenn sich die
Ausgabenanteile fur Kinobesuche bei dem Ehepaar 1988 wie folgt verhal-
ten: 2:3:2:1 (=Aufteilung der Ausgaben auf die vier Kinos).

b) Berechnen Sie den Preis- und Mengenindex nach Paasche!

L6sung 10.3:

a) Die Preismesszahlen m, lautenm; = 0,8, m,=1,4, m;=15und m, =
1,2. Die Ausgabenanteile ergeben sich aus der Angabe 2:3:2:1. Folg-
lich sind die Preismesszahlen zu gewichten mit 2/8, 3/8, 2/8 und 1/8.
Man erhdt dann P- = 10/8 = 1,25.

b) Aus den Angaben ist zu entnehmen, dass W, = 1,4 und Q- = 1,25 ist.
Daraus errechnet sich PP =1,4/1,25=1,12und Q° = 1,4/1,25=1,12.

Beispiel 10.4:

a) Angenommen, das Soziaprodukt sei (Uber mehrere Jahre) nominal
(zu jeweiligen Preisen) um 50vH gestiegen, real (zu konstanten Prei-
sen eines Basigahres) aber nur um 25vH. Welchen Wert nimmt dann
der Preisindex des Sozial produkts (ein Preisindex nach Paasche) an?

b) Das wertmaige Bruttosozialprodukt habe sich verdoppelt, das volu-
menmaldige (in Preisen von 1970) Sozialprodukt sei dagegen nur um
1/3 gestiegen. Der "Preisindex des Sozia produkts® 1970 = 100 betragt
somit (Richtiges ankreuzen):

[J1e667 [11s0 [113333 [ 6667
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L6sung 10.4:

a) 1,5/1,25=1,2 aso 20% Preissteigerung, nicht 50% - 25%= 25%.
b) 150.

d) Vergleich von Laspeyres- und Paasche-Formel

In Abschnitt 1b (dort Ziff.5) und in den Bemerkungen zu Def.10.2 sind bereits einige
Gegeniiberstellungen zwischen P- und PP vorgenommen worden, die nachfolgend etwas
vertieft und an Beispielen weiter erlautert werden sollen.

1. Praktische wirtschaftsstatistische Aspekte

Der Laspeyres-Preisindex hat, wie bereits gesagt, den Vorteil, dass er
durch sein gleichbleibendes Wéagungsschema leicht monatlich zu berech-
nen ist. Bel einem konstanten Warenkorb sind nach der Messzahlenmittel -
wertformel monatlich nur die Preismesszahlen auszutauschen; die Ge-
wichte bleiben bis zu einer Neuberechnung (vgl. Abschn. 4) unveréndert.
Die Kehrseite ist jedoch, dass der Warenkorb von Zeit zu Zeit im Zuge ei-
ner Neuberechnung des Indexes aktualisiert werden muss. Der Paasche-
Preisindex wird vor allem zur Preisbereinigung verwendet, aber auch dort,
wo laufend die jeweiligen Warenkérbe quasi als Nebenprodukt anfallen,
wie z.B. in der Aul3enhandel sstatistik.

2. Zeitreltheninterpretation

Aufeinanderfolgende Werte des Paasche-Preisindexes PP unterscheiden
sich (anders als bei P-) nicht nur durch die Preise, sondern auch durch die
Mengen. Die Folge P,,,Py,,Py; hat ndmlich die folgende Gestalt:

Paasche: PE, PL, P& Laspeyres. Py, PL, Ph
D3] o J{e FRDY] o e PRDY o Mo 2P0y 2P0y 2P:0g
2Po% " ZPod | ZPgls 2Po% " ZPo% " ZPgo

Aufeinanderfolgende Werte des Paasche-Preisindexes PP sind somit streng
genommen keine Zeitreihe, denn sie sind (anders als bei P-) nicht unter-
einander, sondern jeweils nur mit dem Basiswert vergleichbar.
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3. GrofRenbeziehung zwischen P- und PP[Kovarianz zwischen Preis- und
M engenmesszahlen]

Der folgende zuerst von Ladislaus von Bortkiewicz gefundene Zusam-
menhang zeigt unter welchen Voraussetzungen der Laspeyres-Preisindex
(was die Regel ist) groRer as der Paasche Preisindex ist. Er ist leicht zu
zeigen:

Mit den Ausgabenanteilen g; zur Basiszeit (wie oben definiert als g, =
Picli/ZPicli) Sowie den Preismesszahlen by, = pJ/p, und
Mengenmesszahlen ¢, = q,/q;, erhalt man fir die Laspeyres-Indizes

P& = Zgib; und Qf; = Zgc;.

Ferner gilt Wy, = Zb,cig; = P-QP = PPQL, so dass man fur die Kovarianz C
von Preis- und Mengenmesszahlen erhélt

[(10.17) C=3(B-PY(c-Qg=Q-(F>P). |

Eine Umformung von Gl. 10.17 liefert

(10.17a) P-/PP=1- C/W undausGl. 10.14 folgt ferner
(10.17b) P-/PP = Q-/QP.

Istalso P- > PP soist auch Q- > QP.

Da die Kovarianz stets das Produkt des Korrel ationskoeffizienten und der
Standardabweichungen ist, also C = r,.S;s, gilt P- = PP wenn:

e dieKovarianz C = 0 und damit auchr,,=0

e die Preils- und/oder Mengenmesszahlen keine Streuung haben, also
ale gleich sind (s, = O, bzw. s, = 0), d.h. ale (Preise) Mengen im
gleichen Verhdtnis zu- oder abnehmen.

Die Standardabweichungen s, und s, werden i.d.R. umso grofer sein, je
weiter das Basigahr zurlickliegt, weshalb dann meist auch die Unter-
schiedlichkeit von P- und PP zunimmt.

AusGl. 10.17 folgt ferner:

[(10.18) W=P-Q- +C. |

Bei negativer Korrelation zwischen Prels- und Mengenmesszahlen (was
die Regel ist) gilt also P-Q- > W und PPQP < W, was zugleich bedeutet,
dass weder der Laspeyres-, noch der Paasche-Index die Faktorumkehr-
probe (vgl. Abschn. 3c) erflllt.
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Negative Korrelation bedeutet P > PP, was bei rationaler Substitution an einer
gegebenen Nachfragekurve der Fall ist. Weichen die Haushalte einer Preissteigerung in
der Weise aus, dass sie die nachgefragte Menge eines im Preis (stérker) gestiegenen
Gutes reduzieren im Vergleich zu einem im Preis gesunkenen (oder weniger stark
gestiegenen) Gut, so ist PL > PP. Wenn aber (kurzfristig) keine Substitution moglich ist
(Mieten, Kfz usw.) oder sich die Nachfragekurven wegen Einkommenssteigerung "nach
aulen verschieben", so kann auch P- < PP sein, wie dies fur entsprechende Teilindizes
des Preisindexes fur die Lebenshaltung auch durch Parallelrechnungen von P- und PP in
der amtlichen Statistik empirisch festgestellt wurde. Man kann diesen auch "Laspeyres-
Effekt" genannten Sachverhalt, dass namlich i.d.R. gilt P- > PP auch mit der Theorie des
Nutzenindexes begriinden (vgl. Abschn. 3d und Beispiel 10.5).

In den Abschnitten 3d und 4 werden noch weitere Unterschiede und Gemeinsamkeiten
der beiden Indizes gezeigt.

Beispiel 10.5

Die folgende Aufgabe demonstriert die Grolenbeziehung P- > PP und de-
ren Begrindung mit der "rationalen Substitution™:

Gegeben seien die folgenden Preise und Mengen fir zwel Waren A und B
Zu zwel Zeitpunkten sowie alternative Mengen zur Zeit t, namlich entwe-
der die Mengen g, oder .

Ware Preise Menge Mengen zur
0 t 0 Uyt Ot

A 20 40 60 40 80
B 45 30 40 60 30

Man beachte, dass die Ware A teurer und die Ware B billiger geworden ist
und berechne P- sowie zweimal PP, einmal mit den Mengen ¢, und einmal
mit den Mengen d,,.

L6sung 10.5:

a) Mit den Mengen q,;; P- = 3600/3000 = 1,2 (also 120%) und PP =
3400/3500 = 0,9714 (wenn das Basigahr 100 gesetzt wird, ist also PP
=97,1); mithinist P- > PP, denn den Preismesszahlen 2 und 2/3 (fir A
und B) stehen die Mengenmesszahlen 2/3 und 1,5 gegenlber: die teu-
rer gewordene Ware A wird weniger und die billiger gewordene Ware
B wird mehr konsumiert (rationale Substitution). Die Lebenshal-
tungskosten sind um 13,3% gestiegen (W, = 3400/3000 = 1,133), die
Preise - gemessen an P- - dagegen um 20%.

b) Mit den Mengen q,: P- bleibt hiervon unberthrt und fir PP erhdlt man
jetzt PP = 4100/2950 = 1,390 und es gilt anders alsoben : P- < PP. Die
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teurer (billiger) gewordene Ware A (B) wird mehr (weniger)
konsumiert. Die Lebenshaltungskosten sind um 36,7% gestiegen (W,
= 4100/3000 = 1,3667).

Beispiel 10.6:

Der Haushalt des arbeitslosen Diplom-Kaufmanns K aus E (vgl. Bild)
konsumiere nur zwei Waren A und B. Uber Preise und Mengen sei fol-
gendes bekannt

Ware | Preise Mengen
ol t]o] t
A 10 12 (30 20
B 20 16 | 15 (g

Wie grold muss gg, sein, wenn PP <
P- und wenn PP > P- sein soll?
Interpretieren Sie das Ergebnis!

L 6sung 10.6:
Die Zahlen sind so gewéhlt, dass P- = 1 (also 100%) ist. Man sieht leicht,
dass gilt:

e PP<1verlangt gg > 10 (Beispiel: gg= 30 flhrt zu PP = 0,9)
e und entsprechend PP > 1 bedeutet gg, < 10 (Beispiel: gg= 10/3 = 3,33
fahrt zu PP =1,1)

Weitere Bemerkungen zum Beispiel 10.6:

Die Ausgabenanteile zur Basiszeit fur die Waren A und B betragen jeweils %2 Somit ist
P- = 11,2 + ¥20,8. Der Paasche-Preisindex kann auch als arithmetisches Mittel der
Preismesszahlen, gewogen mit den "hybriden" (vgl. Ubers. 10.1), bzw. "reden”
Ausgabenanteilen pyg; /Zpg, aufgefaldt werden. Mit gg; = 10 erhalt man fir die so
definierten Ausgabenanteil ebenfalls % Ist dagegen qg; > 10, so ist der rede
Ausgabenateil fir die billiger gewordene Ware B grof3er as %, fir gg, < 10 ist er
dagegen kleiner als Y. Der erste Fall beinhaltet die oben so bezeichnete "rationale
Substitution”. Man beachte, dass PP < PL nicht verlangt, dass von der billiger
gewordenen Ware B zur Zeit t absolut mehr (und von der teuerer gewordenen Ware A
absolut weniger) konsumiert werden muss. Es reicht, dass die Mengenmesszahl von B
grofRer ist als digjenige fur A.
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3. Theorieund Axiomatik der |ndexzahlen

a) Formale und 6konomische Theorie der Indexzahlen

Bel jeder praktischen Indexberechnung in der Wirtschaftsstatistik sind die
folgenden vier Probleme zu [sen:

1. Auswahl der Reihen, d.h. es muss festgelegt werden, welche Gter
hinsichtlich Art und Qualitét in den Index einzubeziehen sind. Die
"Zusammenfassung" der Einzelreithen zu einem Index muss sachlich
"sinnvoll" sein (Problem der Repréasentativitét des Warenkorbs).

2. Wahl des Wéagungsschemas (der Art der Gewichte). Ein Beispidl:
Sollen Aktienkurse im Aktienindex mit dem Stammkapital oder mit
den BOrsenumsétzen oder mit dem Eigenkapital der Gesellschaften
gewogen werden?

3. Wahl des Basigahres: Es ist unmittelbar einleuchtend, dass man ver-
meiden sollte, ein extrem "gutes' oder "schlechtes' Jahr as Basisjahr
auszuwahlen. Die Regel ist, ein Normaljahr zu wahlen (schon wegen
saisonaler Schwankungen wird - auch bei einem monatlich zu berech-
nenden Index - i.d.R. nicht ein Basismonat sondern ein Basigahr ge-
wahlt).

4. Wahl der Indexformel.

Aufgabe der formalen Indextheorie ist es, vor allem das Problem Nr. 4
zu l6sen durch Entwicklung von Bewertungskriterien fir Indexformeln.
Dieser Teil der Indextheorie hat jedoch auch Grenzen. Die formale Theo-
rie berlicksichtigt nicht die inhatliche (6konomische) Interpretierbarkeit
und Aspekte der praktischen Durchfihrbarkeit der Indexberechnung oder
z.B. das Kriterium der Versténdlichkeit der Indexaussage. Sie bedarf des-
halb der Erganzung durch eine 6konomische Theorie der Indexzahlen.

Die formale Theorie war zunéchst eine systematische, aber kaum theoriegeleitete Suche
nach einem "idealen Index". Schon 1922 stellte Irving Fisher 134 mdgliche Indexformeln
zusammen. Fisher begann bereits, axiomatisch vorzugehen und aus formalen Eigenschaf-
ten von Indexzahlen Gutekriterien (Postulate) zu entwickeln (sog. Proben). Man erkannte
jedoch friih, dass Kriterien dieser Art haufig nur aus Plausibilitdtserwagungen hergeleitet
wurden, dass sie nicht widerspruchsfrei sind und dass sie 6konomische Abhangigkeiten
zwischen Preisen, Mengen und Einkommen ignorieren. Letztere sind vor alem Gegen-
stand der konomischen Theorie der Indexzahlen. Konkrete Probleme, denen sie ihre
Entstehung verdankt, traten in Inflationszeiten auf: Wie stark missen die Einkommen
steigen, um ein Absinken des Lebensstandards (verstanden als Realeinkommen) zu
verhindern? Die Bezugsgrofie "L ebensstandard” oder besser "Nutzen" (als Konstrukt der
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Wirtschaftstheorie) ist kennzeichnend fir die 6konomische Theorie der Indexzahlen,
wahrend sich die formale Indextheorie auf mathematische Eigenschaften der |ndexfunk-
tion beschréankt.

b) Axiomatik der Preisindexzahlen

In der folgenden Ubers. 10.4 werden zunéchst die finf Axiome, denen ein
Preisindex geniigen sollte vorgestellt und sie werden dann anschlief3end
ausfuhrlich kommentiert.

Ubersicht 10.4: Axiomensystem von Eichhorn und Voeller

Notation: Preis- und Mengenvektoren (jeweils n Komponenten [Waren]) Pq, dg, Py G-
Subskript fur die Warenart: i = 1,2,...,n. Die Indexfunktion P: IR*" — IR sollte danach die
folgenden Axiome erfillen:

P1: Monotonie a) | P(pg,p?Y > P(po,p) wenn p; > p, und fur
mindestens eine Warei gilt: p; > p;

b) | P(Pop) < P(pop) analog: po > po und
Pio > P fUr mindestens ein i (eine Ware)

P2: Lineare Homogenitatd | P(p,,Ap,) = AP(Py.Py) mit A € IR,
P3: 1dentitétd) P(p.po) =1 wenn p, = pi fur alei
P4: Dimensionalitét P(Apgo.Apy) = P(Po:Py) mitA € IR,

P5: Kommensurabilitat P(Ap, Ap, Ald, Ald) = P(PoP1d0.0:)
mit A = diag(ay,a5,..., a,) und o, > 0,

a Unter Homogenitdt vom Grade -1 versteht man die Forderung P(Apg,p,) =
P(Po.p)/A = A 1P(pg,py). Sieist erfiillt, wenn P2 und P4 gelten.

b) Axiome P2 und P3 stellen zusammen sicher, dass die sog. Proportionalitatsprobe
(vgl. unten Bemerkung Nr. 4) erfillt ist.

Bemerkungen zu den Axiomen:

1. Ein Axiomensystem grenzt eine mehr oder weniger weite Klasse von
Indexfunktionen ab. Es ist z.T. eine "Geschmacksache" wie weit die
Grenzen gezogen werden. VVon den gleichen Autoren gibt es auch ein
System mit vier Axiomen. Eine Axiomatik sollte widerspruchsfrei und
unabhéangig sein. Widerspruchsfreiheit ist gegeben, wenn es Formeln
gibt, diein der Tat ale Axiome erfllen. Lassen sich Formeln finden,
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die je 4 der 5 Axiome erflllen, das verbleibende flnfte aber nicht,
dann ist die Unabhangigkeit bewiesen.

2. Die Axiome P1 bis P4 gelten auch fur Preisindizes, die nur von den
beiden Preisvektoren abhangen, also z.B. ungewogene Mittelwerte
von Preismesszahlen, bei denen keine Mengenvektoren auftreten (mit
denen gewichtet wird). Man beachte, dass generell keine Aussagen
Uber die Gewichtvektoren g, und g, gemacht werden, wenn man von
Axiom P5 absieht.

3. Nach Axiom Pl gilt: zunehmende Preise der Berichtsperiode
(Basisperiode) missen auch zu einer Zunahme (Abnahme) des
Indexes fuhren, was offensichtlich eine sehr plausibel erscheinende
Forderung ist. Eine spezielle Forderung ist die Additivitat.

Sie bedeutet in der Notation der Ubersicht 10.4:

Fal @) unterschiedliche Preise in der Berichtsperiode:
P(po,p? = P(pg:py) + P(Po,pt) wenn fur die Vektoren
pt.py und pt gilt: p} =p; + p} und entsprechend

Fall b) unterschiedliche Preise in der Basisperiode:

[P(po,P)] L = [P(Po.p)] L + [P(pgP)I L wenn fiir
die Vektoren pg,pg und po,* gilt: pg = pg + Pg

Man erkennt leicht, dass die Formulierung der Monotonieeigenschaft in Ubers. 10.4
allgemeiner gehalten ist, dass also die Additivitét ein Speziafall hiervonist. Im Bei-
spiel 10.7 wird gezeigt, dass die Laspeyres- und die Paasche-Formel die Additivitét
erfillen. Man sient auch, dass Additivitédt lineare Homogenitat (Axiom P2)
impliziert (aber nicht umgekehrt). Der auf einer geometrischen Mittelung von P-
und PP beruhende "Idealindex" von Fisher PF erfiilllt P2 (und auch P3 und damit
auch die Proportionalitétsprobe), er ist aber nicht additiv (anders dagegen der
arithmetisch gemittelte Index von Drobisch, der ale diese Axiome erfiillt).

4. P2 besagt, wenn z.B. gilt A = 1/N (bei N Personen), dass es irrelevant ist, ob sich

eine Ausgabe auf alle N Personen bezieht, oder ob sie "pro Kopf" gerechnet ist. Aus
der linearen Homogenitét folgt in Verbindung mit der Forderung der Identitét
(Axiom P3) die sog. Proportionalitétsprobe (nach . Fisher):
Wenn sich alle Preise ver-A-fachen, aso fir alei = 1,2,...,n Waren gilt p;; = Ap;o,
dann soll der Preisindex den Wert A annehmen. Es ist offensichtlich, dass z.B. der
fir die Praxis besonders bedeutsame Index nach Laspeyres diese Probe erfillt.
Steigen beispielsweise (verglichen mit der Basisperiode) alle n Preise um jeweils
20%, so ist P- = 1,2 (also 120%).



Kapitel 10: Indexzahlen 379

5.

10.

Die trivial erscheinende Identitétsforderung P3 bedeutet, dass sich der Preisindex
nicht andert (100% betragt), wenn sich kein Preis éndert. Ein Wertindex Wy, muss
P3 nicht erflllen. Man kann aber auch "umgekehrt" fordern, dass ein Index nicht 1
sein (blelben) sollte, wenn alle Preise steigen. Das ist jedoch in der
Monatonieforderung (P1) impliziert und wird von alen Indizes, die Mittelwerte von
Preismesszahlen sind, erfillt.

Gelten die Axiome P1 bis P3, so ist sichergestellt, dass der so konstru-
ierte  Preisindex die Eigenschaften eines Mittelwerts von
Preismesszahlen hat, d.h. insbesondere dass er einen Wert annimmt,
der zwischen der kleinsten und der grofdten Preismesszahl liegt.

P4 stellt die Unabhangigkeit von der Wahrungseinheit der Preisnotie-
rung sicher (esist irrelevant, ob z.B. die Preise in DM oder in Pfenni-
gen oder in US$ notiert sind).

Entsprechendes leistet P5 hinsichtlich der Mengeneinheit, auf die sich
die Preisnotierung zu den Zeiten 0 und t bezieht. Kommensurabilitét
bedeutet, dass ein Preisindex unabhangig davon ist, in welcher Men-
geneinheit die Preise notiert sind. Wie bereits dargestellt, erfiillt der
Index von Dutot (oder jeder andere auf Summen und Durchschnitte
von Preisen beruhende Index) das Axiom P5 nicht.

Die Diagonalmatrix A, mit den Elementen o; (wie oben definiert), bedeutet, dass
sich z.B. der Preis der i-ten Ware verdoppelt (o;=2) , weil sich die zugrundeliegende
Menge halbiert (z.B. Ubergang von Pfund- zu Kilo-Preisnotierung). Es wird davon
ausgegangen, dass sich die einzelnen o; unterscheiden. Sind sie alle gleich (o = a
far alle i), so wére dies eine sehr viel schwéachere Forderung, ndmlich die quantity
dimensionality im Unterschied zur price dimensionality (P4), der auch Indizes
gentigen, die das Axiom P4, nicht aber P5 erfillen, also z.B. der Dutot-1ndex.

Sind Pl,..., Pl Preisindizes, die alle Axiome dieses Axiomensystems erfiillen, dann
ist in gewissen Félen auch eine Funktion dieser Indizes, z.B. ein Potenzmittel der
Preisindizes Pl,,..., Pl, €in Preisindex, der alle Axiome erfillt.

Das Axiomensystem schliefdt sachlich (6konomisch) gesehen ziemlich unsinnige
Indexformeln nicht aus (es ist ja auch nur eine Grundlage fir die formale Theorie
der Preisindexzahlen) und Kriterien, wie 6konomische Interpretierbarkeit und
Versténdlichkeit der Indexaussage sind nicht maf3geblich. Aber was heif3t "sachlich
unsinnig"? Man kann hier verschiedene Mal3stébe ansetzen. Begniigt man sich mit
der Mittelwerteigenschaft (vgl. Bem. 6), so wére jeder Index "sinnvoll" der diese
Axiome erfiillt, was m.E. zu weitgehend ist.



380 Kapitel 10: Indexzahlen

Beispiel 10.7:
Man zeige, dass der Laspeyres-Preisindex die Additivitéat erflllt.

L6sung 10.7:

Wir beschranken uns auf einen Preisindex mit zwel Waren. Dann gilt mit den Preisdiffe-
renzen d; und d, fiir die Laspeyres-Preisindizes:

*) (Pgs +dy)0ays + (Por + do)qy
PlPoPt P1010 + P2gl2o

d,0;; + dy0y

_ _Pyy + Pl =
P(Po:py) P(Po:P1) P10%10 * P20l20

" P10Y10 * P2g2o

Man erkennt sofort, dass gilt P(po,p? = P(pg.py) + P(Po.P7)-

In entsprechender Weise kann man auch zeigen, dass Additivitét bei Erhdhung der Basis-
preise um d; bzw. d, erfullt ist und dass der Paasche-Preisindex ebenfalls der
Monotonieforderung im engeren Sinne der Additivité nachkommt.

c) Andere winschenswer te Eigenschaften von Indexzahlen

Die folgenden drel Eigenschaften von Messzahlen werden von
Indexzahlen nicht unbedingt erfullt:

1. Zeitumkehrbarkeit
2. Zirkularitét
3. Faktorumkehrbarkeit

Wéhrend Messzahlen diese Forderungen stets erfillen sind sie bel Indizes,
also aggregierten Messzahlen in der Regel nicht erfallt.

zu 1: Zeitumkehrbarkeit

Hierunter versteht man dass die Vertauschung von Basis- und Berichtspe-
riode zum reziproken Preisindex fuhrt

[(10.19) P,P,=1 (Zeitumkehrbarkeit). |

Fur den Laspeyres-Preisindex gilt im allgemeinen P} Py, > 1 und fur den
Paasche-Preisindex P§; PR < 1. Beide Indexformeln erflllen also die Zei-
tumkehrbarkeit (time reversal) nicht.

Wie man leicht sieht, gilt jedoch

[(10.20) PL PR =PEP,=1. |
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In diesem Sinne ist die Laspeyres-Formel die "time antithesis' (Irving Fisher) der
Paasche-Formel. Gl. 10.20 gilt entsprechend fir Mengenindizes von Laspeyres und
Paasche.

Die obige Feststellung, dass im allgemeinen - namlich bei nicht zu grof3en Unterschieden
zwischen den Warenkérben der Basis- und Berichtszeit - gilt P, Ply > 1 und P§ P < 1,
hangt mit der Art der Mittelwertbildung zusammen, wie im folgenden gezeigt wird. Bei
ungewogenen Mittelwerten von n Messwerten X;,X»,....X,, €twa dem arithmetischen
Mittel

A(x;), dem harmonischen Mittel H(x;) und dem geometrischen Mittel G(x;) gelten die
folgenden, in Ubersicht 10.5 zusammengestellten Beziehungen zu den entsprechenden
Mittelwerten der reziproken Werte x .

Ubersicht 10.5

Zusammenhénge zwischen Mittelwerten der Messwerte und den Mittelwerten der
reziproken Messwerte
A > [AC)]T G(x7) = [G(x)] H(x) < [HEq)
arithmetisches Mittel geometrisches Mittel harmonisches Mittel

Ein Preisindex als ungewogenes geometrisches Mittel der Preismesszahlen wiirde also
stets die Zeitumkehrprobe erfillen.

Der Begriff Zeitumkehrprobe ist zu eng, weil Indizes z.B. auch fir den réumlichen
Vergleich benutzt werden. Im algemeinen Sinne ist mit der Zeitumkehrprobe die
Umkehrung der Vergleichsrichtung gemeint. Gerade im internationalen Vergleich ist der
"reversal-test" auch im besonderen Mal3e motiviert: es gibt meist keinen Grund, ein be-
stimmtes Land als Basisland zu bevorzugen (Kriterium der "Basislandinvarianz"), wah-
rend es im zeitlichen Vergleich die eindeutige zeitliche Abfolge ist, die es sinnvoll er-
scheinen 183, 0 als Basis- und t als Berichtsperiode zu wahlen und nicht umgekehrt.

Die Zeitumkehrprobe ist ein zweifelhaftes Kriterium, denn es ist unmittelbar einsichtig,
dass eine Umkehrung der Vergleichsrichtung i.d.R. auch mit einer "Umkehrung" des
Warenkorbs verbunden ist und warum sollte P, ;5 = (Pt,q)1 sein, wenn Pt und
P, Indizes

mit verschiedenen Warenkérben sind. Es ist deshalb auch nicht Uberraschend, dass
Indizes, deren Wagungsschema durch Mittelwertbildung entstehen (vgl. Ubers. 10.2), der
Zeitumkehrpraobe gentigen.

zu 2: Zirkularitét (Verkettbarkeit)

Mit dieser Forderung (auch Transitivitdt genannt, oder "Rundprobe’
["circular test" nach I. Fisher]) ist gemeint, dass fur beliebige, aber ver-
schiedene Perioden, etwa fir O < s<'t (die Rethenfolge ist nicht zwingend,
es kénnte also auch 0 > s> t sein) gelten soll:

[(10.21) P, =P, P, (Verkettbarkeit). |

Gl. 10.21 ist auch die Basis der Verkettung und Umbasierung von Index-
zahlen (vgl. Abschn. 4). Ein Index, der nicht verkettbar ist, ist genau ge-
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nommen auch nicht umbasierbar. Verkettbarkeit ist die strengere Forde-
rung as Zeitumkehrbarkeit: Ist ein Index verkettbar, dann gilt auch die
Zeitumkehrbarkeit, nicht aber umgekehrt. So erfllt z.B. Fishers Idealin-
dex PF die Zeitumkehrbarkeit, nicht aber die Transitivitat.

Aus ldentitét und Transitivitét folgt Zeitumkehrbarkeit: Setzt man in Gl.
10.21 einfach t=0, so erhdlt man Py, = P, Py, = 1.
Eine Produktbildung gem. GI. 10.21 soll ganz allgemein gelten:

fir 0<m<n..<r<s<t sollgeten Py=P,Pn, PPy

Weder P- noch PP erfillen die Verkettbarkeit (vgl. Bsp. 10.7).
Der Grund weshab Zirkularitét eines Indexes gewinscht wird ist, dass
dann

1) Veranderungsraten (Wachstumsfaktoren) unabhangig von der gewahl-
ten Basissind. Gilt GI. 10.21 so ist namlich

Py PyuP,Ps P
03 _ 101712723 __ 713 _ — .

2) unmittelbar die Wachstumsrate (gegentiber der Vorperiode) abzulesen
ist;
3) geltend gemacht wird, dass die in der gesamten Zeitreihe enthaltenen

Information besser ausgenutzt werde als durch einen Zwei-Perioden-
Vergleich;

4) der verkettbare Index (Kettenindex) laufend Veradnderungen der Ver-
brauchsgewohnheiten berticksichtigen konne.

Die Forderung nach einem Kettenindex (chain based index im Unterschied zu fixed
based index) ist gleichwohl nicht Uberzeugend, weil das Prinzip des reinen
Preisvergleichs nicht erfillt wirdl. Beim internationalen Vergleich bedeutet die
Transitivitdt der Paritdten: ein direkter Vergleich zweier Lander soll zum gleichen
Ergebnis fihren wie en indirekter (Uber ein drittes Land), da sonst keine
Eindimensionalitét der Paritdten gegeben ist (Transitivitét ist ja die Eigenschaft der
Ordnungsrelation, also Bedingung dafiir, dass Paritédten entlang einer Dimension
angeordnet werden kdnnen).

Beispiel 10.8:

Es sal der in folgender Tabelle beispielhaft dargestellte Warenkorb, beste-
hend aus Wasser, Bier und Milch mit den Preisen (pro |) und die Pro-K opf
Verbrauchen (in 1) in den Jahren von 1988 bis 1991 gegeben.

1 vgl. von der Lippe, P.: Wirtschaftsstatistik, a.a.O.
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1988 1989 1990 1991

q P q P 1 d P 1 d P
Wasser |300 |0,80(310 {0,85(315 |0,90(320 {0,95

Bier 220 11,80(220 {1,90(225 |2,00(230 |2,10
Milch 110 |1,20|120 ({1,30( 130 |1,40(135 1,45

Man zeige anhand dieses Beispiels, dass der Laspeyres- und der Paasche-
Preisindex nicht verkettbar sind.

L 6sung 10.8:
Man erhélt folgende Laspeyres-Indizes:

PL = 1,0625 ; Pk, = 1,0591 ; Pk, = 1,0489 ; Py, = 1,180339.

Setzt man nun diese Werte in Gleichung (10.21) ein, ergibt sich as Pro-
dukt der Verkettung Pj; = 1,0625-1,0591-1.0489 = 1,180320. Da Py, ver-
schieden von P}, (=1,180339) ist, erfllt P- und, wie leicht zu zeigen i,
auch PP die Zirkularitét nicht.

zu 3: Faktorumkehrbarkeit (Faktorumkehrprobe)

Die Faktorumkehrprobe ist vor allem damit motiviert, dass fir einen ein-
zelnen Wert und die entsprechenden Messzahlen jederzeit gilt, dass ein
Wert (bzw. einer Wertmesszahl) das Produkt aus Menge und Preis ist.
Aber, was flr eine einzelne, diei-te Ware gilt, namlich

Pl _ P G

Piotio Pio Gio
muss nicht notwendig auch fir ein Aggregat von alen n Waren, also auf
der Ebene der Indizes gelten. Die Zerlegbarkeit der Wertsteigerung eines

Aggregats in eine Komponente des reinen Preis- und eine des reinen
Mengeneinflusses, so dass fur Indizes

|(10.22) Wy = PyQy  (Faktorumkehrprobe) |

gilt, ist ein Hauptproblem der Indextheorie.

Diese Zerlegbarkeit der Wertsteigerung in eine Preis- und Mengenkomponente ist das
Ziel der Faktorumkehrprobe. Weder der Laspeyres- noch der Paasche-Preisindex erfillen
die Faktorumkehrprobe. Fir Laspeyres-Indizes gilt

[(10.18) W=P-Q- +C,
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wobel - wie oben gezeigt - die GrofRe C die Kovarianz zwischen Preiss und
Mengenmesszahlen darstellt. Es gilt jedoch GI. 10.14 also W = PLQP = PPQL. In diesem
Sinne ist die Laspeyres-Formel die "factor antithesis' (I. Fisher) der Paasche Formel.
Fishers Ideal-Index PF und der analog definierte Mengenindex QF erfiillen jedoch den
"factor reversal" test (Faktorumkehrprobe).

d) Nutzenindex

Aus der mikrotkonomischen Theorie ist das Problem bekannt, wie ein Haushalt bei
gegebener Nutzenfunktion U(qy,...,g,) und gegebenen Preisen p,,...,p,, €nen bestimmten
Nutzen U, mit  minimalen  Ausgaben  erreichen kann. Die so im
Haushaltsgleichgewicht

eindeutig bestimmten Ausgaben R sind eine Funktion des Nutzens U, und des
Preisvek-

tors. Verschiedene Preisvektoren pg und p, fihren zu unterschiedlichen
Guterkombinatio-

nen (Mengenvektoren g, und g;), die jedoch bei gleichem Nutzen auf einer
Indifferenz-

kurve (bei n=2 Gitern), bzw. allgemein, einer Indifferenzflache (n-1 dimensionale Hy-
perebene) liegen. Mit diesen Vorbemerkungen kann man den Nutzenindex definieren,
der im Zentrum der 6konomischen Theorie der Preisindizes steht.

Def. 10.5: Nutzenindex

Der Nutzenindex (constant utility index, true cost of living index) ist das
Verhdltnis der bel verschiedenen Preisen fur den gleichen Nutzen erfor-
derlichen minimalen Ausgaben:

R(Uqpy)

(10.23) PY(Uy) = R(Uo,Po)

Bemerkungen zu Definition 10.5

1. Man beachte: GI. 10.23 ist die Definition eines theoretischen Konstrukts, nicht aber
eine operationale Rechenvorschrift, um den Nutzenindex empirisch zu bestimmen.
Der Nutzenindex mifdt die Verénderung der Kosten, die zur Aufrechterhaltung eines
gegebenen Nutzenniveaus erforderlich sind (daher auch "true cost of living index"),
was in der Regel bedeutet, dass Preilss und Mengenvektor veranderlich sind,
wahrend letzterer ja beim Laspeyress und Paasche-Preisindex fur die
Vergleichsperioden gleich ist. Reiner Preisvergleich bedeutet bei P- und PP gleiche
Mengen, bei PN gleicher Nutzen. Die zum gleichen Nutzen filhrenden Mengen sind
in verschiedenen Preissituationen nicht gleich: Preisdnderungen [6sen einen
Substitutionseffekt aus. PN mift die Einkommensentschadigung fir eine durch den
Substitutionseffekt entstandene Ausgabenverdnderung.

2. Dadie Nutzenfunktion U(q) des Gutervektors g und die hieraus abgeleitete Ausga-
benfunktion R(U,p) nicht empirisch bestimmbar sind, ist der Nutzenindex nur ein
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theoretisches Konstrukt; PN ist nicht tatsichlich nach GI. 10.21 berechenbar. Insbe-
sondere fuhrt auch der Ausgabenvergleich auf der Basis des Nutzens U,

Ny = RULPY
(10.24) PR(UY R(U,.Po)
i. d. R. nicht zum gleichen Ergebniswie Gl. 10.23.
Beispiel 10.9:

Ein Haushalt habe eine Indifferenz-
kurve (vgl. Abb. 10.1) in der Art, dass

Abb. 10. 1

er sich beziiglich der Kombinationen
0a = 1und gg =4 zur Zeit t = 0 (Punkt
Ng auf der Indifferenzkurve) und g, =
4und gg = 1 (zur Zeitt = 1, Punkt N,)
indifferent verhdlt. Fir die Preise der
beiden Giter moge zu den beiden
Zeitpunkten gelten:

Gut t=0 t=1
A 4 2
B 2 4

Berechnen Sie den Preisindex nach
Laspeyres und nach Paasche sowie die
Zunahme der Gesamtausgaben ! !
(K ostenindex)! 1 4 q.

L 6sung 10.9:

Die Zahlen und die Gestalt der Indifferenzkurve sind so gewahlt, dass die Ausgaben fir
die Guterkombinationen Ny und N; gleich (ndmlich 12) sind. Der Kostenindex
(Wertindex), der in diesem Fall zugleich ein Nutzenindex (PV) ist (da Ny und N; auf
einer

Indifferenzkurve liegen) ist also 12/12 = 1. Fir P- erhdlt man 18/12 = 1,5 und fur PP =
12/18 = 2/3 so dass P- > PN > PP, Die hier dargestellte Situation zeigt auch, warum bei
einem (vom Ursprung aus gesehen) konvexen Verlauf der Indifferenzkurve P- > PP sein
muss.

Die Bilanzgerade zur Zeit t=0 tangiert die Indifferenzkurve in Nj. Sie hat die Funktion
OB

= 6-20,. Jede Giterkombination auf dieser Geraden fuhrt zu Ausgaben in Hohe von 12
bei den Preisen des Preisvektors p, also 2PyQ, = 12. Dass sich die Indifferenzkurve von
der Bilanzgeraden (Iso-Ausgabenkurve) entfernt, was in Abb. 10.2 (links) durch
Schraffur angedeutet wird, bedeutet dass bei gegebener Menge g, die Menge gg auf der
Indifferenzkurve groRRer sein muss alsauf der Bilanzgeraden, also Qg > 6-20,; SO
dass Zpyd; > Zpyo-

Entsprechendes gilt fir die Ausgaben zur Zeit 1. Die konstante Ausgabe von 12 bei
Preisen von t bedeuten gg = 3 - %2 0, (Geradenfunktion, Abb. 10.2, rechts). Es gilt

2 P10y
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< ZpsQq, daja der Punkt M (mit g4 = 1 und gg = 3 - %2 = 2,5) unter dem Punkt N
(a=1

und gg = 4) liegt.

Aus Zpg; > =pgdp und =p;0; < =p;, folgt dass PP < PL, denn der Nenner von PP
ist

groRer und der Z&hler kleiner als der von P-. Erheblich komplizierter wird die Betrach-
tung, wenn verschiedene Nutzenniveaus verglichen werden.

Esgilt dann PP < Py, N(U) und Pg,N(Up) < P-.

Abb. 10.2

SH Qs

4. Besonder e Rechenoper ationen mit I ndizes

a) Umbasierung und Verkettung

Von Zeit zu Zeit ist es notwendig einen Index von einer alten Indexbasis
(0) auf eine neue (aktuellere) Indexbasis (s) umzustellen. Dabei ist zu un-
terscheiden:

a) Ist die Umstellung mit einer Revision der Reithenauswahl (d.h. bei e-
nem Preisindex: des Preisvektors) und/oder des Wégungsschemas,
also der Gewichtung verbunden, so spricht man von einer Neube-
rechnung.

b) Wird der Index dagegen nur von der Basis O auf die Basis s mit einer
einfachen Rechenoperation (i.d.R. mit dem "Dreisatz") umgerechnet,
so spricht man von Umbasierung.
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Es wird im folgenden (nur zur Veranschaulichung) davon ausgegangen,
dass fur die Perioden gilt 0 < s <t (fUr die Formeln ist diese Annahme
nicht nétig), denn die praktisch relevanten Félle einer Umbasierung sind
meist:
e die Umstellung eines Indexes von einer weiter zurtickliegenden Basis
(0) auf eine aktuellere (s) oder
e der Vergleich mehrerer Indizes mit verschiedener Basisperiode so,
dass alle Indizes die gleiche Basis haben, meist digenige des Indexes
mit der neuesten Basis.

Def. 10.6: Umbasierung

Die Umbasierung eines Indexes (z.B. eines Preisindexes P) mit der Basis 0
auf die Basis s erfolgt mit

P
(10.25) Pst:Bm .
0s

Bemerkungen zu Def. 10.6:

1. Werden die Indizes in Prozent ausgedriickt, so ist die rechte Seite der
Gl. 10.25 mit 100 zu multiplizieren.

2. Da Py eine Konstante ist, ist die neue Indexreihe Py ein konstantes
Vielfaches (Proportionalitatsfaktor P,c1) der aten Indexreihe Py.
Denn GI. 10.25 geht von der Annahme der Proportionalitdt aus. Lost
man Pg/Py, = P/P, nach Py auf (unter Berticksichtigung von P = 1)
so erhélt man Gl. 10.25.

3. Strenggenommen darf eine Umbasierung nach Gl. 10.25 nur durchge-

fuhrt werden, wenn die Zirkularitét erfallt ist, denn esist leicht zu se-
hen, dass die Umbasierung nach Gl. 10.25 nur eine Umformung der
Gl. 10.21 fir die Verkettung darstellt.
Bei einer Umbasierung eines (nicht verkettbaren) Laspeyres-Indexes,
wird P4 aus Gl. 10.25i.d.R. nicht mit dem direkt errechneten Ergebnis
von Pyt Ubereinstimmen (vgl. Bsp. 10.10). Setzt man in Gl. 10.25 die
Laspeyres-Formel ein, so erhdt man

2pdy
P _ 2Py _ 2pay
Pos ZPdn 2P0
2P

_ 2P0

statt Py = *p.
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Die beiden Ergebnisse (Umbasierung und direkte Berechnung) wer-
den sich nur dann wenig unterscheiden, wenn die Struktur der Waren-
korbe zur Zeit 0 und zur Zeit s @hnlichist.

Def. 10.7: Verkettung, splicing

Eine Verkettung von Indexwerten ist die Bildung einer langen Reihe zur
Basis 0 aus mehreren verschiedenen (mit verschiedenen Basisperioden)
sich Uberlappenden Indizes unter der Annahme der Proportionalitét nach
der folgenden Gleichung:

(10.258) Py = PPy (wobei meist gilt 0<s<t) oder
Po = PoPPy  (WennO<r<s<t)
oder von Periode zu Periode
Pot = PotPao-+-Pray-

Soll die durch Verkettung errechnete Reihe mit einer originér aus den
Daten fur Preise und Mengen errechneten Reihe lbereinstimmen, so ist
Verkettbarkeit der Indexformel vorauszusetzen, was fur die meisten In-
dexformeln aber nicht zutrifft.

Bemerkungen zu Def. 10.7:

1. Da Verkettung die Umkehrung der Umbasierung darstellt gelten die
Bemerkungen zu Def.10.6 auch hier.

2. Die typische Aufgabenstellung, die eine Verkettung nahelegt ist in
Beispiel 10.11 dargestellt. Mehrere Reihen werden i.d.R. zu einer
einzigen Indexreihe zusammengefaldt, weil man an der Entwicklung
Uber einen grofReren Zeitraum interessiert ist, oder Bruchstellen ver-
meiden mdchte.

3. In der Literatur wird gelegentlich von Verknipfung gesprochen oder ein
Unterschied zwischen Verknipfung und Verkettung konstruiert, der jedoch weder
formal, noch von der Fragestellung her sinnvoll gemacht werden kann. In jedem
Fall wird eine Proportionalitét aller Indexreihen angenommen, gleichguiltig, ob man
eine lange Reihe auf der Grundlage einer "alten" Basis errechnet (also eine ate
Indexreihe fortfuhrt), oder ob die lange Reihe auf der Grundlage einer "neuen”
Basis gebildet werden soll (ob man also die neue Indexreihe zuriickrechnet).

Beispiel 10.10:

Man basiere im Bsp. 10.8 den Laspeyres-Preisindex vom Basigahr 0 auf
das Basigahr 1 um und vergleiche das Ergebnis nach GI1.10.25 mit dem
aus den Daten direkt errechneten Ergebnis fur P-, !
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L6sung 10.10:

Ausgehend von Beispiel 10.8 erhalt man folgende Laspeyres-Indizes:

Pt = 1,0625 ; P-,, = 1,1250 ; P+, = 1,1803 ; P-,,5 = 1,1110.

Wird gem. Gl. 10.25 auf die Indexbasis 1 umgestellt, so erhélt man P,,; =
1,1803/1,0625 = 1,1108 statt 1,1110.

Beispiel 10.11:

Gegeben seien Indizes zur Basis 1980, 1985 und 1990
Jahr | Index A | Index B Index C
1980 100
1985 120 100
1986 125 105
1987 109
1988 112
1989 116 98
1990 118 100
1991 103
1992 105

Der Index A wurde ab 1986 nicht mehr fortgefihrt, andererseits wurde der
Index B nicht fur die Zeit vor 1985 zurlickgerechnet und der Index C nur
fur das Jahr 1989 zuriickgerechnet. Berechnen Sie eine lange Indexreihe

a) zur Basis 1980 (Fortfuhrung des alten Index A)
b) zur Basis 1990 (Ruckrechnung des neuen Index C).
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Losung 10.11:

Die durch Verkettung errechneten Indexwerte haben jeweils das Symbol *.
zu a) Fortfuhrung des Indexes A (oder B)

al) (Verkettungsperiode jeweils das Basisjahr (also 1985, 1990):

Jahr Index A* (= Produkt-100) |Index B* (=Produkt-100)
1986 126 (=1,20-1,05)

1987 130,8 (=1,20-1,09)

1988 134,4 (=1,20-1,12)

1989 139,2 (=1,20-1,16)

1990 141,6 (=1,20-1,18)

1991 145,84 (=1,416-1,03) 121,54 (=1,03-1,18)
1992 148,68 (=1,416-1,05) 1239 (=1,05-1,18)

a2) andere Moglichkeiten der Verkettung:

Liegt eine Uberlappung der Indizes um mehr als eine Periode vor, so kann sich zeigen,
dass die Annahme der Proportionalitét evtl. gar nicht zutreffend sein muss und man
kénnte auch eine andere Periode der Verkettung zugrundelegen: Die Zunahme des
Indexes A von 1985 auf 1986 betragt 4,17% (von 120 auf 125), die des Indexes B dage-
gen 5% (von 100 auf 105). Wird das Jahr 1985 zur Verkettung von A und B benutzt, so
muss die fortgefiinrte Reihe A* fir 1986 demnach den Wert 126, statt 125 annehmen
(126 ist 5% mehr als 120). Verkettet man den Index A und B zwecks Fortfiihrung des
Indexes A zu A* auf der Basis des Jahres 1986 (statt 1985) so ergabe sich fir den
fortgefuihrten Index A”

Jahr Index A* statt oben zu errechnen aus:
1987 129,76 130,8 109(125/105)
1988 133,33 134,4 112(125/105)
1989 138,10 139,2 116(125/105)
1990 140,48 141,6 118(125/105)

b) Riickrechnung des Indexes C durch Verkettung

(d.h. aufgrund der Proportionalitét mit Index B in der Zeit 1985-1989 und
aufgrund der Proportionalitét mit Index A in der Zeit vor 1985)

Jahr | Index C* | (=Produkt 100)
1980 | 83,333 100(100/120)
1985 | 84,745 100(100/118)
1986 | 88,983 105(100/118)
1987 | 92,373 109(100/118)
1988 | 94,915 112(100/118)
1989 | 98,305 116(100/118)
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Wie der tatséchliche Wert von Index C fir 1989 (namlich 98) zeigt, ist die Proportionali-
tétsannahme nicht gerechtfertigt. Man kdnnte auch hier eine alternative Rickrechnung
aufgrund des Stands von 1989 (statt 1990) vornehmen.

b) Aggregation von und Zerlegung in Teilindizes

Ein Index sollte nach einer einfachen Formel in Teilindizes zerlegbar sein.
Die Aggregation von Indizes kann an einem einfachen Beispiel gezeigt
werden. Angenommen, es seien zwei Teilindizes (Sektorenindizes) zu bil-
den, der erste aus den Waren A und B, der zweite aus den Waren C und D.
Dann gilt fur die Laspeyres-Formel

P-=(ga + 0)P-1 + (9c + Op)PH = 91 P- g + QP

Der Gesamtindex ist also ein gewogenes Mittel der Sektorenindizes (P-,;
und P-,,), wobei als Gewichte die Summen der Ausgabenanteile (g) der in
den Sektorenindizes zusammengefaldten Waren an den Ausgaben fir ale
Waren des Gesamtindexes auftreten. Flr die Paasche-Formel ist entspre-
chend ein harmonisches Mittel zu verwenden mit den aggregierten Ge-
wichten der Berichtsperiode.

Bel der Aggregation von Sektorenindizes zum Gesamtindex gelten also
die gleichen Beziehungen (Art des Mittels und der Gewichtung) wie bei
der Berechnung eines Indexes aus den Messzahlen. Dies soll im folgenden
Beispiel (Bsp.10.12) verifiziert werden.

Beispiel 10.12:

In der oben angegebenen Weise (Zusammenfassung der Waren A und B in
dem ersten - und der Waren C und D in dem zweiten Sektorenindex) ist im
Beispiel 10.1 zu verfahren. Es sind Laspeyres- und Paasche-Preisindizes
fr das gesamte Aggregat (ale vier Waren) und fir die beiden Teile
(Sektoren) zu bilden.

L6sung 10.12:

Gesamtaggregate (vgl. Losung 10.1) P- = 545/370 = 1,47297 und PP =
975/665 = 1,466165. Es soll nun gezeigt werden, wie sich die Gesamtin-
dizes aus Teil- (Sektoren) indizes "zusammensetzen".

a) Teilaggregate (Sektorenindizes) nach Laspeyres)
Sektor 1: P-,; = (3:25 + 8-:20)/(2:25 + 4-20) = 235/130 = 1,80769
Sektor 2: P-,, = (9-30 + 4-10)/(7-30 + 3-10) = 310/240 = 1,29167
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b)

Die aggregierten Ausgabenanteile zur Basiszeit lauten 130/370 =
0,351 und 240/370 = 0,649, so dass gilt P- = 0,351 P-,, + 0,649 P-,, =
1,47297.

Die entsprechende Berechnung nach Paasche: zunéchst wieder die Be-
rechnung der Sektorenindizes
Sektor 1. PP, = (3-50 + 8:30)/(2-50 + 4-30) = 390/220 = 1,7727
Sektor 2: PP, = (9:25 + 4-90)/(7-25 + 3-90) = 585/445 = 1,3146
aggregierte Ausgabenanteile zur Berichtszeit 390/975 = 0,4 und
585/975=0,6
(PP)1=0,4(1,7727)1 + 0,6(1,3146)1 = 88/390 + 267/585 = 0,6820513
= (1,466165)1, so dass PP = 1,466165.
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