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1. Bestands- und Bewegungsmassen
a) Definitionen

Gegenstand der Bestandsanalyse ist die (graphische) Darstellung und Be-
schreibung (durch Kennzahlen) von Bestandsveranderungen durch laufend
auftretende Zu- und Abgange. Es ist durch geeignete Kennzahlen diese
Dynamik des Bestands und das Ein- und Austrittsverhalten der Einheiten
darzustellen.

Def. 12.1: Bestandsmasse, Bewegungsmasse, Ver welldauer

a) Eine statistische Masse, deren Einheiten (i=1,2,...,n) jeweils gemein-
sam zu einem bestimmten Zeitpunkt t; in einem Bestand (Uber eine
nicht néher bestimmte Zeit) verweilen, heisst Bestandsmasse (engl.
stock). Der Umfang der Bestandsmasse zum Zeitpunkt t; heil%t Be-
stand B(t;) = B;. Er ist zu jedem Zeitpunkt t = t; durch die Bestands-
funktion B(t) gegeben. Die Zeit kann als diskrete (t = to, t;,.... 4., ty)
oder stetige Variable betrachtet werden.

b) Eine statistische Masse, deren Einheiten dadurch charakterisiert sind,
dass sie zu einem bestimmten Zeitpunkt ihren Zustand andern (was
ein "Ereignis’ darstellt) hei3t Bewegungsmasse (Ereignismasse,
Stromgrof3e, engl. flow). Der Umfang einer Bewegungsmasse ist die
Anzahl derartiger Ereignisse in einem gegebenen Zeitraum
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(Zeitintervall). Zustandsénderung kann insbesondere bedeuten:
Zugang zu oder Abgang von einer Bestandsmasse.

Jede Einheit einer Bewegungsmasse (i=1,2,...,n) ist durch Zugangszeit
(t;) und Abgangszeit (t;) gekennzeichnet. Der Zeitraum zwischen Zu-
und Abgangszeit d, = t; - t,; heil3t Verweildauer (Verbleibdauer).

Bemerkungen zu Def. 12.1:

1

4.

Einheiten einer Bestandsmasse haben eine Verweildauer d.>0, d.h. sie
befinden sich Uber einen nicht nédher definierten Mindestzeitraum
(Strecke) "im Bestand', wahrend eine Bewegungsmasse aus
Ereignissen besteht, die quasi in einem Zeitpunkt passieren.

Man spricht deshalb auch von Strecken- und Punktmasse, was jedoch insofern etwas

verwirrend sein mag, weil erstere zu einem Zeitpunkt, zweite zu einem Zeitraum
festgestellt wird (Nr. 2).

Umfang und Struktur einer Bestandsmasse wird zu einem Stichtag t;
erfaldt, wahrend eine Bewegungsmasse fur ein Zeitintervall [tot] de-
finiert ist und i.d.R. sekundarstatistisch durch laufende Registrierung
festgestellt wird.

Jeder Bestandsmasse (z.B. der Wohnbevodlkerung) sind zwei Bewe-
gungsmassen zugeordnet, die Zugangs- (Geburten und Einwanderun-
gen) und die Abgangsmasse (Todesfélle und Auswanderungen).

Das heifldt jedoch nicht, dass jede Bewegungsmasse bestandsverdandernd wirken
muss: wegen Mehrfachbeschéftigung kann z.B. der Bestand an beschéftigten
Personen nicht einfach mit der Zahl begonnener und beendeter
Beschéftigungsverhaltnisse fortgeschrieben werden.

Beispiee:

Bestandsmasse (stock) Bewegungsmasse (flow)
Wohnbevdlkerung Geburten, Todesfélle, Wanderungen
Bruttoanlagevermégen | Investitionen, Verschrottungen
Kontostand Gutschrift, Lastschrift

Vermogen Einkommen

Auftragsbestand Auftragseingang, Umsatz
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Methoden der Erhebung von Bestands- und Bewegungsmassen:

Es gibt mehrere Mdglichkeiten, Bestands- und Bewegungsmassen zu er-
fassen. Hiervon hangt es ab, wie informativ die Daten sind und welche
Methoden zur Auswertung der Daten angewendet werden konnen.

1. Feststellung der Bewegungen (Bewegungsmassen)

a)

b)

durch individualisierte Erhebung aller Verlaufe, d.h. fir jede Einheit
werden Zugangs- und Abgangszeit festgestellt (= Langsschnitts- oder
Verlaufsanalyse);

laufende Registrierung aller Bestandsveranderungen und Auswertung
der Uber ein Beobachtungsintervall (von t, bist;) kumulierten Zugange

(Zy;) und Abgange (A), d.h. der Bruttostrome.

Feststellung der Bestandsveranderungen (d.h. der Salden- oder Net-

Im Vergleich zu den Bruttostromen stellen Nettostrome eine erhebliche
Verringerung des Informationsgehalts dar: es ist ein Unterschied, ob z.B. der
Arbeitslosenbestand um 100.000 Personen wéchst, weil 100.000 Personen arbeitslos
geworden sind (ZOJ- = 100.000) und niemand aus der Arbeitslosigkeit ausgeschieden
ist (also Ag; = 0), oder ob es einen groferen Umschlag gab, also z.B. gilt Zy; =
500.000 und Ay = 400.000. Der Unterschied betrifft die mittlere Verweildauer und
die Umschlagshéaufigkeit der Einheiten.

2. Feststellung der Bestande (Bestandsmassen)

3)
b)

durch periodische Inventuren (Z&hlen oder Messen)
durch Fortschreibung fir das Intervall [to,t]:

(121) B;=By+Zy-Ay (=0.1,..m)

In GI. 12.1 ist B, der Anfangsbestand, B; der Bestand zum Zeitpunkt
ti, Zy die Anzahl der Zugange und A, die Anzahl der Abgange im Be-

obachtungsintervall [to,t].

Bei Kenntnis samtlicher individueller Verlaufe (wie in 1a), also bel
Langsschnittdaten, ist, wie noch gezeigt wird, der Bestand zu jedem
beliebigen Zeitpunkt bekannt.

Unter Querschnittsanalysen verstent man die Kombination 1b + 2a und
unter Langsschnittsanalysen die Kombination la+ 2c.
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Die durch Gl. 12.1 definierte "Fortschreibung” einer Bestandsmasse er-
laubt auch eine "Bilanzdarstellung" von Bestandsmassen (Anfangs
[=Byl und Endbestand [=Bj]) :

(12.18) Ny =By+Zy=B;+Ay (Ny = Bilanzsumme)

Aktiv Passiv
B, B,

Die "Bilanzsumme" No; ist die Anzahl der Einheiten, die im Intervall [ty,t] jemals der
Bestandsmasse angehdrten (wobei eine Einheit auch mehrfach gezahlt WaJm kann). Es
ist eine Anzahl von Bewegungen (Zu- und Abgangen), von Ein- und Austrittsfallen,
nicht die Anzahl n der daran beteiligten Personen (n < Noj), weil eine Einheit (z.B. eine
Person) mehrmals ein- und austreten kann.

Die Gleichungen 12.1 und 12.1a kénnen fir beliebige Intervalle aufgestellt werden, z.B.
Gl. 12.1aauch fir das gesamte Beobachtungsintervall von ty bist, |

(12.1b) Ng=Bo+ Zom =B+ Ao

Aus der obigen Bilanzdarstellung kann man auch eine kombinierte Flu3- und Be-
standsgr 6Rendar stellung  herleiten.  Unterscheidet man die beiden Sektoren
"Aullenwelt"(AW) und "Bestand" oder "System"(BS) so ergeben sich folgende
"Lieferbe-ziehungen":

nach
von AW BS z
AW o Zom o
BS | Apn Rom Bo
z Bm

Die Summe der drei Grofen Agp, Zom UNd Ry ist Ngpy,e

Die mit ** bezeichneten Felder sind meist nicht von Interesse. In der Summenzeile, bzw.
-spelte erscheinen End-, bzw. Anfangsbestand. Ry, sind die Einheiten des
Anfangsbestan-

des die wahrend des ganzen Intervalls im System geblieben sind. Die Abgénge A, kann
man als "Lieferung" des Systems an die AulRenwelt auffassen.
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b) Beckersches Diagramm, Bestandsfunktion und
Zeitmengenflache

1. Beckersches Diagramm:

Eine graphische Darstellung der individuellen Verlaufe ist das Beckersche
Diagramm (Abb. 12.1 fir das Beispiel 12.1). Die 45° - Linie (Zugangs-
achse) z ist Konsequenz dessen, dass Zugangs- und Kaenderzeit
(Abszisse t) synchron sind. Kreise bezeichnen Zugange (auf der Achse z)
und Kastchen Abgéange. Ihre horizontale Verbindung ist die Verwelllinie
der Einheit i, deren Lange die Verweildauer d, ist. In Abb. 12.1 wurde da-
von ausgegangen, dass jeweils nur eine Einheit zu- oder abgeht.

2. Bestandsfunktion:

Es ist leicht zu sehen, wie aus dem Beckerschen Diagramm (oberer Teil
von Abb. 12.1) die Bestandsfunktion B(t) (t stetig), bzw. B; (Bestande zu
den diskreten Zeitpunkten t;) herzuleiten ist. Mit jedem Zugang (Abgang)
einer Einheit erhdht (verringert) sich die Bestandsfunktion um 1.

3. Zeitmengenflache:

Die schraffierte Flache unter der Bestandsfunktion heif3t Zeitmengenflé&-
che F, oder genauer F,,, wenn die Flache "tber" dem Intervall [t,t,] be-
trachtet wird.

Beispiel 12.1:

Wegen des zur Nachsaison
unsicheren Wetters ist das
Badevergniigen oft von nur
kurzer Dauer. Andererseits
ergreifen jedoch die Urlauber
wegen der ihnen entstandenen
Kosten der weiten Reise jede
sich bietende Gelegenheit, den
Strand aufzusuchen. Am Strand
von Katapulco gab es mithin an
einem Vormittag (9 - 13 Uhr)
ein standiges Kommen und Ge-
hen von (zwecks Rechen-
vereinfachung) nur funf
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Urlaubern A,...,E. Fur die Zeiten galt:

Zeitpunkt des
Zugangs t,; | Abgangst,
A 0930 1Qo0
B 0945 1045
C 1090 1230
D 10% 1115
E 1145 1245

Man zeichne das Beckersche Diagramm und bestimme die Verweildauer-

verteilung.

Modifikation: B kommt um 0945 und geht nicht um 1045, sondern um 1100,

Losung 12.1:
Man erhdlt fur die Verweildauerverteilung:
Zeitpunkt des Verweildauer d; | Verweildauer bei
Zugangs| Abgangs | (in Stunden) der
A 0930 1Qoo 0,5 0,5
B 094 104 1,0 1,25
C 1030 1230 2,0 2,0
D 10% 1115 0,5 0,5
E 114 1245 1,0 1,0

Verweilsumme| =d, = 5,0

>d = 5,25
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Abb. 12.1: Beckersches Diagramm und Bestandsfunktion Beispiel 12.1

F

4
T

900 10()1) ] ]?00 ] 2?00 l 3?00 t

Def. 12.2: Zeitmengenflache, -bestand

Die Zeitmengenflache Fy des Intervalls [t,,t] ist die Flache "unter” der
Bestandsfunktion B(t) im Intervall [t,,t].

Bemerkungen zu Def. 12.2:

1. Im Beispiel 12.1 ist die Zeitmengenflache Fy,, = 5, das ist die schraf-
fierte Flachein Abb. 12.1, bzw. 5,25 im modifizierten Bsp. 12.1.

2. Die Zeitmengenflache ist eine gewogene Summe der Anzahl der Ein-
heiten, gewogen mit der Zeit, die sie in diesem Intervall im Bestand
verbringen. Bel einer geschlossenen Masse (vgl. Def. 12.3) ist die
Zeitmengenfléache gleich der Verweilsumme Zd.

3. Die Malkeinheit der Zeitmengenfl&che ist je nach zugrundeliegendem
Beobachtungsintervall (z.B. Stunden, Jahre) "Personenstunden” oder
"-jahre". Sie hat eine Anzahl- (vertikal) und eine Zeitdimension
(horizontal) und erlaubt deshalb die Herleitung des Durchschnittsbe-
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stands B einerseits und der durchschnittlichen Verweildauer d und der
Umschlagshéufigkeit U andererseits (vgl. Ubers. 12.1).

Satz 12.1:
Das Beckersche Diagramm ist umfassender (informativer) als

a) die zeitliche Verteilung der Zu- und Abgange, bzw. die im Intervall
von t, bist kumulierten Zu- und Abgange (Zy, Ag)

b) die Bestandsfunktion B; (Bestand zu jedem Zeitpunkt t = t;)

c) dieVerteilung der Verweildauer d;, also die Haufigkeitsverteilung der
Variable Verweildauer. Denn:

Man kann vom Beckerschen Diagramm eindeutig auf a), b) oder c)
schlief3en, nicht aber umgekehrt.

Das liegt daran, dass das Beckersche Diagramm individualisierte Verlaufe
enthdlt, bei den genannten Funktionen dagegen jewells Individuen zu-
sammengefaldt werden (vgl. hierzu Beispiel 12.2).

Beispiel 12.2:

Gegeben seien die folgenden vier Félle von Bestandsveranderungen
(jeweils eine geschlossene Masse [Def. 12.3)):

Fal 1 Fall 2 Fal 3 Fall 4

Einheit | t; |t | & |t tlt
A 1|41 |3|1]3|1] 2

B 2| 3| 2|4|2]4]2]| 5

C 3143 |4|3|4|4]| 6

D 4| 6| 46| 4|75 6

E 5|7||5|7|5]|6|5]| 7

Wie unterscheiden sich diese Félle hinsichtlich
e der zeitlichen Verteilung der Zu- und Abgénge,
e der Bestandsfunktion,
e der Verwelldauerverteilung und
¢ hinsichtlich des Beckerschen Diagramms?
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Losung 12.2:

Die zeitliche Verteilung (Zeitreihe) der Zu- und Abgange ist in den Falen
1 - 3 gleich: es geht jeweils eine Einheit zu den Zeitpunkten 1,2,3,4 und 5
zu. Es gibt drei Zeitpunkte (3,6 und 7), an denen jeweils eine Einheit und
einen Zeitpunkt (4) an dem jeweils zwei Einheiten abgehen. Welche
Einheiten jeweils abgehen ist jedoch verschieden. Konsequenz: gleiche
Bestandsfunktion, aber unterschiedliche Beckersche Diagramme und
folglich reicht es nicht aus, Zeitreihen Uber Zu- und Abgange zu haben.
Solche Daten erlauben keinen eindeutigen Schlul auf die
Verwelldauerverteilung. Denn es unterscheiden sich die Verteilungen der
Verweildauer d. Man erhélt die folgenden Verteilungen in den Félen
Nr.1, 3 und 4:

d n;
1 2
2 2
3 1

wahrend man im Fall 2, wie man leicht sieht, eine andere Verteilung der
Verwelldauer erhdlt. Es kann sogar sein, dass sowohl die Zeitreihen der
Zu- und Abgange, as auch die Verweildauerverteilungen gleich sind
(Fale 1 und 3) und trotzdem hat das Beckersche Diagramm eine andere
Gestalt: auch wenn es z.B. jeweils nur eine Einheit ist, die eine
Verwelldauer von nur einer Periode hat, so unterscheiden sich doch die
Zu- und Abgangszeitpunkte (im Fall 1 ist dies die Einheit B, die zum
Zeitpunkt 2 zu- und zum Zeitpunkt 3 abgeht, im Fall 3 ist dies die Einheit
C, diein 3 zu- und in 4 abgeht).

Zusammenfassung:

Abkurzungen: Zeitrethen der Zu- und Abgange (ZZA), Verweildauerver-
teilung (VV), Beckersches Diagramm (BD).

Vergleich der Félle gleichist ungleichist”)
1mit2 ZZA VvV, BD
1 mit 4 und 3 mit \AY ZZA, BD
1mit3 ZZA und VV nur BD

*) ungleichist bei jedem Vergleich das Beckersche Diagramm (BD).
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c) Offene und geschlossene M assen

Def. 12.3: offene-, geschlossene M asse

Eine Bestandsmasse heif3t geschlossen beziiglich des Zeitintervalls [ty,t,],
wenn keine ihrer Einheiten vor t, zugegangen ist und nach t, abgeht
(endguiltig aus dem Bestand ausscheidet). Eine Masse, die nicht beidseitig
geschlossen ist, heifdt offene Masse. Man kann auch habseitig und beid-
seitig offene Massen unterscheiden.

Im Beispid 12.1 ist die Bestandsmasse der Badegaste geschlossen bezlglich des
Intervalls 9 bis 13 Uhr, oder auch von 910 bis 1250, sie ist dagegen offen beziiglich des
Intervalls 9°0 bis 1210 (Anfangsbestand B, = 2, Endbestand B, = 2)

Satz 12.2:
Bel einer geschlossenen Masse gilt:
1. Esgibt keinen Anfangs- und keinen Endbestand (B, = B, = 0);

2. Zugange = Abgéange (im Bsp. 12.1: Z,,, = A, = 5), denn ale Zugan-
ge, die nur nach t, stattfanden sind auch vor t,, wieder abgegangen;

3. die Zeitmengenflache (F,,) ist gleich der Verwellsumme (2d) (im
Beispidl ist F,,, = 2d; = 5), d.h. es gilt:

(12.28) Zy,=Aym=Non,=N
(12.2b) F,,=2d. .

Zu weiteren Besonderheiten einer geschlossenen Masse vgl. Bem. 3 zu
Def. 12.5.

2. Kennzahlen der Dynamik eines Bestands:
Durchschnittsbestand, durchschnittliche Verweil-
dauer und Umschlagshaufigkeit

a) Einfuhrende Ubersicht

Gegenstand der Bestandsanalyse ist, wie gesagt, die Beschreibung der
Dynamik eines Bestandes, d.h. der Bestandsverénderung aufgrund laufen-
der Zu- und Abgange durch geeignete Kennzahlen, wie

e Durchschnittsbestand (B),
e durchschnittliche Verweildauer (d) und
e Umschlagshaufigkeit (U).
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Ubersicht 12.1 zeigt den Zusammenhang zwischen diesen im folgenden
dargestellten Kennzahlen zur Beschreibung der Bestandsentwicklung. Die
Zeitmengenflache Fy,, (d.h. die Fléche unter der Bestandsfunktion) ist die
Grundlage fur ale weiteren Berechnungen. Sie hat eine Zeit- und eine
Anzahldimension; ihre Mal3einheit ist deshab z.B. bei Stunden as Ein-
heitsintervall " Personenstunden”.

Ubers. 12.1: Kennzahlen zur Beschreibung der Bestandsentwicklung

Zeitmengenflache
For (Personenstunden)

Zeitdimension Anzahldimension (Bestand)
- horizontal - - vertikal -
Division durch Division durch die
die Anzahl N Lange m des Intervalls
von Ein- und Aus- [t .t (M=t 1)
trittsfélen”) liefert den

dur chschnittl. Verweil- Dur chschnittsbestand B
dauer d (Stunden) (Per sonen)

U = Umschlagshaufigkeit
dimensionslos (dadas Verhdtnisvon zwel Zeit-
intervallen mund d, bzw. von zwei Anzahlen N und B)

*) Die Anzahl N = N, ist eine Anzahl von Féllen, nicht notwendig gleich der An-

zahl n von Personen (Einheiten) die ein- und ausgetreten (zu- und abgegangen)
sind.
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Fir die Berechnung des Durchschnittsbestands (B) reichen (anders as fir d und U)
Inventuren und Fortschreibungen aus. Es ist auch gleichgiltig, ob die Masse offen oder
geschlossen ist. Die korrekte Bestimmung der durchschnittlichen Verweildauer ist aber
bei solchen Querschnittsdaten nicht moglich. Bel offenen Massen sind ferner in hoherem
M alRe Schatzungen vorzunehmen als bei geschlossenen Massen (vgl. Ubers. 12.2).

Es ist deshalb im folgenden zu unterscheiden ob Léngsschnitts- oder Querschnittsdaten
vorliegen und dabel jewells, ob die Bestandsmasse im Beobachtungsintervall geschlossen
oder offen ist.

b) Kennzahlen be Kenntnis der individuellen Verlaufe
(L angsschnittsdaten)

1. Bel einer geschlossenen Masse

Bel Kenntnis aler individueller Zu- und Abgangszeiten ist zu alen Zeit-
punkten die Bestandsfunktion bekannt. Sie ist eine stetige Funktion B(t),
weil Zu- und Abgénge zu beliebigen Zeiten stattfinden konnen. Aus dem
Konzept der Bestandsfunktion folgt unmittelbar die Definiton des Durch-
schnittsbestands.

Def. 12.4: Dur chschnittsbestand

Zwei Bestandsfunktionen B,(t) und B,(t) sind im Interval [t,t.] der
Langem =t - t, "aquivalent”, wenn sie die gleiche Zeitmengenflache F,,
haben. Der Durchschnittsbestand ist dann al's derjenige konstante Bestand
definiert, der agquivalent der beobachteten Bestandsfunktion ist. Folglich

gilt:

— F
— —0m
(12.3) B = m

Abb. 12.2 veranschaulicht den Gedanken. Die Flache (schraffiert) unter
der tatsichlichen Bestandsfunktion (linker Teil von Abb. 12.2) ist gleich
der Flache unter der Konstanten B (rechter Teil), dagem. Gl. 12.3 gilt:

mB = F,,.

Das im folgenden behandelte Konzept der durchschnittlichen Ver-
weildauer ist am einfachsten im Falle einer geschlossenen Masse einzu-
fahren.

Def. 12.5: durchschnittliche Verweildauer, Umschlagshaufigkeit

a) Die durchschnittliche Verweildauer d ist das arithmetische Mittel der
Verwelldauerverteilung:
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_ Zd
(124) d= -

Nach Satz 12.2 gilt bel einer geschlossenen Masse £d.=F,,, so dass
bei geschlossenen Massen Gl. 12.4 &quivalent ist mit

F
(12.4a) a':—lslm .

b) Die Umschlagshaufigkeit U ist gegeben durch

N
T
]
@ IN

=
|
T

LM\ 222,

T T T T T
9.00 10.00 11.00 12.00 13.00 9.00 10.00 11.00 12.00 13.00

Bemerkungen zu Def. 12.5

1. Die Umschlagshaufigkeit U bringt zum Ausdruck, ob die durch-
schnittliche Verweildauer d groRer (dannist U < 1) oder kleiner (U >
1) als das Beobachtungsintervall mist. Ist d < m, so konnen die Ein-
heiten im Durchschnitt nicht die ganze Beobachtungszeit Gber im Be-
stand sein; der Bestand muss folglich mindestens einmal
"umgeschlagen" sein. Bei gegebener Lange des Beobachtungsinter-
valls ist die Umschlagshaufigkeit indirekt proportional zur mittleren
Verwelldauer: je kurzer die Einheiten im Durchschnitt im Bestand
verweilen, desto haufiger muss ein (konstanter) Bestand
umgeschlagen sein.

2. AusGl. 12.3 und 12.4 folgt unmittelbar, dass auch gilt :

N
(1258 U=
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d.h. dass U das Verhdltnis zwischen der Anzahl der Bewegungen N
und dem Durchschnittsbestand B ist. Ist Z,,, > B, also die Anzahl der
Zugange grof¥er als der Durchschnittsbestand, so muss der Bestand
mehrmals erneuert worden sein, also U > 1 sein.

3. Bei einer geschlossenen Masseist stetsU > 1, weil d<m.

4. Im Falle einer Langsschnittsanalyse ist nicht nur die durchschnittliche
Verweildauer, sondern die gesamte Verteilung der Verweildauer be-
kannt. Bei Querschnittsdaten kann es sein, dass die Verweildauerver-
teilung schwer zu schétzen ist, nicht aber deren Mittel, die durch-
schnittliche Verweildauer.

5. ImBeispiel 12.1 gilt:
e durchschnittliche Verweildauer d = (UN)Zd;= (Un)2d; =5/5=14asoeine
Stunde;
e Durchschnittsbestand (furr die Zeit von 9 bis 13 Uhr) B = Fom/(tm-to) = 5/4 =
1,25 Personen,;
e Umschlagshaufigkeit U = m/d = N/B = 4 (Bestand schldgt im
Beobachtungsintervall viermal um). Zur Interpretation vgl. auch das Beispiel

12.3.
Beispiel 12.3:

Ein Lager werde zur Zeit t, = 0 mit vier Waren (A,...,D) gefullt und der
Lagerbestand soll wahrend der ganzen Beobachtungszeit (vont, = 0 bist,,
= 8) konstant 4 betragen:

a) allevier Waren haben die gleiche Verweildauer von 4 Perioden
b) zwe der vier Waren (A,B) haben eine Verweildauer von 2 Perioden
und zwei Waren (C,D) von 4 Perioden.

Man bestimme die den beiden Teilen zugrundeliegenden Verteilungen der
Verwelldauer sowie die Umschlagshaufigkeit des Lagersin beiden Fallen.

L6sung 12.3:

Bezeichnet man die Waren von Typ A mit A;, A,,... wenn sie jeweils durch eine Ware
des gleichen Typs A ersetzt werden (entsprechend B;,B, usw.). Man erhét nunim Falle

d Der Bestand besteht von t=0 bis t<4 aus A4,B4,C; und D; und von t=4 bis t<8 aus
A, B,5,Cs und D,. Die Anzahl N der Ein- bzw. Austritte (Auslagerungen) ist 8,
denn 4 Einheiten werden zur Zeit t=0 eingelagert (und bei t=4 ausgelagert) und 4
Einheiten werden zur Zeit t=4 ein- und zur Zeit t=8 ausgelagert. Der
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Durchschnittsbestand ist B = 4 und die Verweildauerverteilung hat die folgende
Gestalt:

Verweildauer d;=2 d,=4

Anzahl der Félle 0 8
so dass die durchschnittliche Verweildauer d, = 4 und die Umschlagshaufigkeit 2
ist (denn das Lager wurde zweimal, zur Zeit t=0 und zur Zeit t=4 vollsténdig neu ge-
fallt).

b) Der Bestand besteht nun zwischen t=0 und t<2 aus A,B,C;,D; und zwischen t=2
und t<4 aus A,,B,,C; und D, dann (t=4 bis t<6) aus A3,B5,C,,D, und schliefllich
(t=6 bist=8) aus A,,B,4,C,,D,. Die Anzahl der Bewegungen (Ein- und Auslagerun-
gen) ist 12 (ndmlich A4,...,A4,...,D1,D,, so dass man die folgende V erweildauerver-
teilung erhélt:

Verweildauer d;=2 d,=4

Anzahl der Félle 8 4
und die mittlere Verweildauer ist somit 2/3:2+1/3-4 = 32/12 = 8/3 = 2,667 (und
nicht, wie man meinen kénnte, drei als [ungewogenes| arithmetisches Mittel aus 2
und 4; sie ist viedlmehr das harmonische Mittel aus 2 und 4) und die
Umschlagshaufigkeit ist 3, denn das Lager wurde im Mittel dreimal

"umgeschlagen”, zweimal bei den Waren C und D und viermal bei den Waren A
und B.

2. Bei einer offenen Masse

Fur die Definition des Durchschnittsbestands gilt weiterhin Gl. 12.3, die
auch zur Berechnung von B herangezogen werden kann. Es ist aber nicht
mehr von 2d; = F,, auszugehen. Vielmehr ist zur Berechnung der Ver-
weilsumme Zd; bezogen auf die N = N, Einheiten, die im Beobachtungs-
intervall zu irgend einer Zeit dem Bestand angehdrten, F,,,, zu korrigieren
um die Zeiten, welche die

e B, Einheiten des Anfangsbestands vor t, bereits dem Bestand ange-
hort hatten und die Zeiten welche die

e B,, Einheiten des Endbestands nach dem Ende des Beobachtungsin-
tervalls, also nach t,,, dem Bestand noch angehdren werden.

In diesem Sinne spricht man von Aufbauzeiten und Abbauzeiten und es
ist davon auszugehen, dass fur die Zeiten vor t, und nach t,, keine Léngs-
schnittsdaten vorliegen, so dass die Auf- und Abbauzeiten nur geschétzt
werden konnen (zur Veranschaulichung dieser Zeiten vgl. Abb. 12.3). Die
Verwellsummeist unter diesen Voraussetzungen zu schétzen mit

(12.6) G, =By, + Fypy + B,
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(Bo.B,, = Anfangs-, Endbestand; d, ist die mittlere Aufbauzeit [d.h. die
mittlere Verweildauer der B, Einheiten vor t] und d, die mittlere Ab-
bauzeit [mittlere restliche Verbleibdauer nach t, im Bestand]).

Abb. 12.3: Auf- und Abbauzeiten

t, t

Aufbauzeit ---- Abbauzeit -

Man beachte, dass sich die Summanden in Gl. 12.6 aus sehr unterschiedlichen Verweil-
summen zusammensetzen. Mit den GréRen der oben behandelten kombinierten Fluf3- und
BestandsgrofRRendarstellung erhalt man die folgenden Verweilsummen:

Verwellsummen

Gruppe vort, | imintervall nacht,,
AOm Vl VS
ROm V2 V4 V6
ZOm V5 V7

NOm = AOm + ROm + ZOm
Esist offensichtlich, dass sich die Verweilsumme G, in Gl. 12.6 wie folgt zusammen-
setzt:
By =V +V,
(12.7) Fpn, =V3+V,+Vg
Bpdm =Ve+ V5.

m=m

Zur Berechnung der durchschnittlichen Verweildauer ist G, an die Stelle
von 2d; in Gl. 12.4 einzusetzen, so dass fur die durchschnittliche Ver-
weildauer aler N, Einheiten, die jemals (zu irgendeiner Zeit) im Intervall
[to,t] zum Bestand gehort haben gilt

(12.8)  d, :%Qm :
Om
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Fur die Umschlagshéaufigkeit U gilt weiter Gl. 12.5.

c) Kennzahlen bei Querschnittsdaten

1. Ubersicht

Es ist davon auszugehen, dass fir die Praxis allein der Fall einer offenen
Masse relevant ist.

Ein Problem, das bei dieser Art von Daten zusétzlich auftritt und bisher
nicht zu behandeln war, ist die Schatzung der Zeitmengenfléche, weil
nicht individuelle Zu- und Abgange beobachtet werden, d.h. diese nicht
as Einzelfdlle mit genauem Ein- und Austrittszeitpunkt festgehalten wer-
den, sondern nur summarisch. Dies gilt selbst dann, wenn die Zu- und
Abgange im Beobachtungsintervall stattfinden. Ubersicht 12.2 zeigt, wie
sich die Berechnung von Kennzahlen in Abhangigkeit der Daten ver-
kompliziert:

Ubersicht 12.2: Schitzprobleme bei den Kennzahlen

Daten/Masse Zeitmengenflache Fy,, |  Verweilsumme Zd;

1. Langsschnitt kein Problem, da Be-|a) identisch mit Fy,
a) geschlossen standsfunktion B(t) flr | p) als G, aus Fy, zu
b) offen jedes t bekannt schitzen mit Gl.

12.6
2. Querschnitt  (nur|zu schatzen mit Gl.|Ubergang von Fy,, zu
offene Masse) 12.10, da B(t) nur zu|G,, wie im Fall 1b,
bestimmten Zeit- aber Annahmen Uber
punkten bekannt ist Auf- u. Abbauzeiten
notig

Der Ubergang zu den aus F,,,, bzw. Xd, abgeleiteten MalRzahlen B und d,
sowie U ergibt sich analog zu Gl. 12.3 bis 12.5.

2. Zeitmengenflache und Durchschnittsbestand:

Wenn die Bestandsdnderungen ausschliefdlich genau zu den Beobach-
tungszeitpunkten t; (j=1,2,...,m) stattfinden, dann ist die Zeitmengenflache
gegeben durch:

(12.9) Fom = ZBj-l(tj-tj-l) y
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denn der Bestand ist dann von t;_;, as die |etzte Bestandsanderung statt-
fand, bist; konstant B ;. Sind die Beobachtungszeitpunkte t; (mitj = 1,2,...
m) aquidistant, so dasst; - t; ;=1 (fir alej) und t, - t, = m, so folgt aus GI.
12.9

(12.98) F=F,,=3B,; =B, +B, +.+B;.

Wegen X(t - t;;) =m (bel j = 1,2,...,mund t,, - t, = m) ist erkennbar, dass
B = F,,/m ein mit Zeitintervallen gewogenes Mittel von Bestanden ist.

Gl. 12.9a geht davon aus, dass Bestandsdnderungen (Zu- und Abgange)
jewells am Ende einer Einheitsperiode stattfinden. Entsprechend wére bei
Bestandsanderungen jeweils am Anfang einer Einheits- (Beobachtungs-)
Periode die Zeitmengenflache mit

(12.90) F = 2B, =B, +B,+..+B; + B

Zu schétzen. Es liegt nahe, einen Mittelwert von F und F* zu berechnen, so
dass F,,,, zu schétzen ist mit

(12.10) Fy,=%By+B, +.+ B, +¥B |
woraus B mit Gl. 12.3 zu errechnen ist.

Bemerkungen zu Gleichung 12.10:

1. Gl. 12.10 ergibt sich bei linearer Approximation der Bestandsfunktion
(die dann ein Polygonzug ist); sie gilt bel offener und geschlossener
Masse (vgl. Abb. 12.4). Sie beruht auf der Annahme, dass im Intervall
vont;; bist jeweilsim Durchschnitt %2 (B;; + B;) Einheiten im Be-
stand sind.
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Abb. 12.4: Bestandsfunktion als Polygonzug

B,

-0,5 1 2 3 4 5 6 6,5

2. Gl. 12.10 wird auch as chronologisches Mittel (einer Folge von Be-
standszahlen) bezeichnet. Die Formel ist auch bekannt aus der Be-
handlung zentrierter gleitender Mittelwerte.

3. Eine exakte Berechnung der Zeitmengenflache durch Gl. 12.9a bis 12.10 liegt nur
dann vor, wenn Zu- und Abgange von jeweils einer oder mehrerer Einheiten stets
alle genau am Anfang, am Ende oder in der Mitte der Beobachtungsintervalle
stattfinden. In alen anderen Féllen kann GI. 12.10 nur eine N&herung sein. Dies gilt
insbesondere dann, wenn fir jedes Intervall nur die kumulierten (d.h. die Summe
aler im Intervall zu beliebigen Zeitpunkten insgesamt erfolgten) Zu- und Abgéange
bekannt sind.

4. Man beachte, dass Gl. 12.10 nicht identisch ist mit der hdufig als Schétzung des
Durchschnittsbestands verwendeten Mittelung von Anfangs und Endbestand (¥2B, +
¥aB,), die als Na&herung noch wesentlich gréber ist und nur vertretbar ist, wenn die
Bestandsfunktion im Intervall von t; bist,, linear verl&auft.

3. Durchschnittliche Verweildauer und Umschlagshéufigkeit:

Der Durchschnittsbestand ergibt sich einfach mit Gl. 12.10 in Verbindung
mit Gl. 12.3. Die Schatzung der durchschnittlichen Verweildauer ist je-
doch schwieriger, weil die Verweilsumme Zd, aus F,,, zu schétzen ist. Es
ist dabei analog zu Gl. 12.6 vorzugehen, d.h. G, ist die geeignete Schét-
zung von 2d;. Anders als bei der Betrachtung von Gl. 12.6 ist jedoch jetzt
davon auszugehen, dass keine Langsschnittsdaten vorliegen und Uber die
durchschnittliche Aufbau- und Abbauzeit nichts bekannt ist.

Es sind nun Annahmen Uber die mittlere Aufbauzeit (d,) und Abbauzeit
(d.) nétig. Ublich ist die Annahme
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d,=6d und d,=(1-8)d mit0<d<1,

d.h. die B, Einheiten des Anfangsbestands haben im Durchschnitt bereits
ein 6-tel ihrer gesamten Verweildauer vor t, zurtickgelegt und die B, Ein-
heiten des Endbestands werden nach t,, noch ein (1-5)-tel ihrer gesamten
Verweildauer im Bestand bleiben.

Eingesetzt in (12.6) liefert das

Gop, = ONg= Bdd + Fyy, + B, (1-8)d und schlieRlich

an
dZOm + (1'd)A0m

(12.11) d=4d, =

Welchen Wert kann man nun fir 8 in Gl. 12.11 ansetzen?
1. Wieman leicht sieht, bedeutet 5 =0
[(12.118) @, = mB/A,, |
und bei 6 =1 gilt
|(12.11b) d,=mB/Z,, . |
Der "Grenzwert" & = O bedeutet, dass die Aufbauzeit der Zugénge vor t, genau d
und folglich die Verweildauer im Beobachtungsintervall 0 betrégt. Es sind also Z,,,

Einheiten zugegangen, und zwar ausschliefdich vor t,;. Entsprechend
widersprichlich ist die Annahme 5 = 1.

2. Sehr verbreitet ist nun die Annahme 8 = %, was zu der sehr bekannten
Formel

2mB

1212) d=5—F»—
( ) ZOm"'AOm

fuhrt. Sie gilt auch bei einer geschlossenen Masse, da dort stets N, =
Zom = Aom = (ZontAon)/2 ist. Gilt Z,,,, = Ay, Was bel einer offenen
Masse meist dann anzunehmen ist, wenn das Intervall von t, bist,, ge-
nigend lang ist und sich der Bestand nicht wesentlich verandert, so
erhdt man unabhéngig von der Wahl von & aus Gl. 12.11 stets Gl.
12.12.

Als Faustregdl gilt, dass die Lange m des Intervalls etwa (mindestens)
die vierfache durchschnittliche Verweildauer d, sein sollte, um d,
mit Gl.12.12 zuverlassig schétzen zu kénnen.

Zur Anwendung der Gl. 12.12 bei der Schatzung der durchschnittli-
chen Verwelldauer vgl. auch Beispiel 12.4.
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3.

Man kann davon ausgehen, dass sich ein groferer Bestand langsamer auf- und
abbaut als ein kleinerer Bestand und so z.B. annehmen, dass die (auf die Anzahl der
Einheiten bezogene) durchschnittliche Aufbauzeit des Anfangsbestands sich zu der
durchschnittlichen Abbauzeit des Endbestands wie Anfangsbestand zu Endbestand
verhdt, dso dy / d,, = By / By, Das filhrt dann zu der folgenden héufig
verwendeten Annahme Uber 6:

(1213) 5==20—

~ By+B,

Gleichbleibender Bestand B, = B, bedeutet danach & = % und zunehmender Be-
stand (By < B,) kurzere Aufbauzeiten, also & < %. Bei gegebener Flache
Fom ist der Nenner 3(Zg-Agm)+Aom in Gl. 1211 bei zunehmendem Bestand
wegen Zg,, > Ag, (sonst kdnnte der Bestand ja auch nicht zunehmen) grolier als
bei abneh-mendem Bestand Z,, < Ay, S0 dass in diesem Fall auch die
Verweildauer sinkt.

Beispiel 12.4:

Fur die Bundesrepublik galten fir die Zeit von 1982 bis 1987 die folgen-
den Zahlen der Arbeitslosenstatistik:

Bestand, Zugang und Abgang an Arbeitslosen

Jahr Bestand Zugang Abgang

1982 1.833.244 | 3.706.655 | 3.187.165
1983 2.258.235 | 3.704.185 | 3.578.551
1984 2265559 | 3.672.791 | 3.696.594
1985 2.304.014 | 3.750.240 | 3.728.294
1986 2.228.004 | 3.637.266 | 3.766.214
1987 2.228.788 | 3.726.460 | 3.636.411

Quelle: J. Kuhl, 15 Jahre Massenarbeitslosigkeit, Aspekte einer
Halbzeitbilanz, in: Aus Politik und Zeitgeschichte, Beilage zur
Wochenzeitschrift "Das Parlament” vom 16.9.1988.

Berechnen Sie den Durchschnittsbestand und schiatzen Sie die durch-
schnittliche Verweildauer (in der Arbeitslosigkeit) sowie die Umschlags-
haufigkeit des Arbeitslosenbestandes!

(Anmerkung zu den Daten: Es wird haufig vergessen, dass ein hoher Bestand an Ar-
beitslosen von Uber 2,2 Millionen [ab 1983] auch einhergeht mit einer erheblichen
Bewegung auf dem Arbeitsmarkt. In diesen Jahren wurden némlich jeweils Uber 3%2
Millionen Zu- und Abgange zur, bzw. aus der Arbeitslosigkeit gezahit. Ist die
Anzahl der Bewegungen grof3 gegeniiber dem Bestand [so bei Arbeitslosigkeit oder
Krankenhausbelegung], so ist die durchschnittliche Verweildauer kurz. Die
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Umkehrung gilt bei der Bevilkerung: die Anzahl der jéhrlich beobachteten
Bewegungen (Geburten, Todesfalle) ist gering, verglichen mit dem Bestand, also ist
die Verweildauer (Lebensdauer) relativ grof3.

Losung 12.4:

Die Anwendung von Gl. 12.10 (fir F,) und Schéatzung von B nach Gl.
12.3/12.12 fiihrt zu: F,,, = 11.086.828, B = 2.217.365,6 (man beachte, dass
m = 5ist, By = Bygg, UNd By, = Bygg; SO dass ¥4(By+B,,) = 2.031.016 < B,
wobei B aufgrund von mehr als nur zwei Bestandszahlen geschétzt
wurde); Z,,, = 22197597 und A, = 21593229. Man erhélt daraus mit Gl.
12.12 fir die durchschnittliche Verweildauer d = 0,50635. Man erkennt
Ubrigens auch, dass die Wahl von 6 keine grof3e Rolle spielt, denn:

fur 8 =0 erhdt man d, = F, /A, =0,51344

und fir 8 = 1 erhét man d, = Fy,/ Zo,, = 0,49946.

Weitere Interpretationen von Gl. 12.11 und 12.12

o Esist offensichtlich, dass die Gl. 12.11 und 12.12 nicht zu verwenden sind, wenn
es keine Zu- und Abgange gibt, wenn also Z,, = Ag,, = 0.

e Von der gerade durchgefuhrten Betrachtung, ob Zy,, > A, oder umgekehrt
Zon® Aoy it zu unterscheiden, wie sich bei gegebenem Z,, eine Zunahme
von Ay, (bzw. bei gegebenem A, eine Zunahme von Z,) auf die
durchschnittliche Ver-weildauer auswirkt. In beiden Fallen ist wegen des Nenners
der Gl. 12.12 mit einer Abnahme der Verweildauer zu rechnen.

e Man sollte sich klarmachen, dass Gl. 12.12 in der Regel nur eine grobe Schétzung
der mittleren Verweildauer darstellen kann. Das folgende Beispiel mit drei bzw.
vier Personen (A,...,D) moge das zeigen.

Beispiel/Ldsung 12.5:
Gegeben seien die folgenden Angaben tiber die Verweildauer von vier Einheiten:
Verweildauer
Person vor tgy im Intervall nach t,,
A 2 2 0
B 0 3 3
C 0 5 0
D 3 3 0

Rechnet man nur mit den Personen A,B und C, so erhalt man die durchschnittliche Ver-
weildauer d = (4+6+5)/3 = 5 und nach Gl. 12.11 wegen Fq= 2+3+5=10 sowie Z,=
Agn = 2 (Zugange: B,C; Abgénge: A,C)und 5 = % ebenfalls d = 5. Die Berechnung fr
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die vier Personen A,..., D fuhrt dagegen zu einer tatsichlichen Verweilsumme von Zd;
=21 also d = 21/4 = 5,25, aber nach Gl. 12.11 wegen F,,, = 2+3+5+3=13 sowie Z, = 2
und Ag,= 3 sowied = ¥%2zu d= 26/5=5,2.

4. Weitere Kennzahlen bel Querschnittsdaten: Verhaltniszahlen

Es ist davon auszugehen, dass Zugénge (Abgange) nicht individuell zum Zeitpunkt ihres
Zugangs (Abgangs), sondern nur summarisch erfal} werden, so dass 7, (Ag,,) die Ge-
samtzahlen der Zu-, bzw. Abgénge sind, die irgendwann im Intervall [ty,t,] stattfanden.
Entsprechend sei dann B der Durchschnittsbestand im Intervall bzw. der Bestand in der
Mitte dieses Intervalls.

Def. 12.6: Zugangs- und Abgangsr aten

Die mit

Z A
(12.14) z4,="F" und ayn="g"

definierten GréfRen werden auch Raten genannt. Die (rohe)! Geburtenrate
ist vom Typ einer Zugangsrate (z,,,) und die (rohe) Todesrate eine Ab-
gangsrate (a,,). Raten sind Beziehungszahlen und somit spezielle Ver-
haltniszahlen (vgl. Kap. 9).

Der Ausdruck Rate ist in diesem Fall durchaus sinnvoll. Wirde man im Nenner nicht den
Durchschnitts- sondern den Anfangsbestand ansetzen, so wére offensichtlich die
Differenz der so definierten Raten z* = 7, /B, und & = A, /B, die Wachstumsrate des

Bestands. Hier zeigt sich Ubrigens auch die Problematik der Langsschnittsinterpretation
von Querschnittsdaten: Wenn beispielsweise die Scheidungsquote (Scheidungen eines
Jahres/Bestand an Ehen in der Mitte des Jahres) ¢ = 0,007 ist, dann heil3t das nicht, dass
nur 0,7% aller Ehen vor dem Scheidungsrichter enden, denn in ¢ gehen ja nur die
Scheidungen eines Jahres ein und die durchschnittliche Verweildauer in der Ehe ist
jedoch langer als ein Jahr. Damit ist die Losung des folgenden Beispiels klar.

Beispiel 12.6:

(querschnitts- und langsschnittsanal ytische Scheidungsguote)

Der Zusatz "roh" (oder "allgemein") ist Ublich, weil es auch alters- oder
geschlechtsspezifische Raten gibt. So ist z.B. die altersspezifische Sterberate
(Todesrate) der 60-jahrigen definiert als die Anzahl der im Alter von 60 Ge-
storbenen, dividiert durch die Wohnbevdlkerung (also die Lebenden) im Alter von
60 Jahren. Die altersspezifischen Sterberaten sind die Grundlage fir die Berechnung
der Sterbewahrscheinlichkeiten, die ihrerseits Basis fur die Konstruktion der
Sterbetafel sind.
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In den letzten Jahren betrug die sog. " Scheidungsquote” in der Regel meist etwaum 20 je
10.000 Einwohner und 70 je 10.000 bestehende Ehen.

Bedeutet dies, dass nur jeder 500te Bundesbiirger geschieden wird und dass nur etwa
jede 143te Ehe (also noch nicht einmal 1%, genau genommen nur 0,7% [70/10000]) vor
dem Scheidungsrichter endet?

L6sung 12.6:

Die Losung ergibt sich aus dem Text vor dem Beispiel.

3. Stationére Bevilkerung und Tafelrechnung

a) Stationare Bevolkerung

Das Modell der stationédren Bevolkerung ist eine stark vereinfachte Dar-
stellung einer Entwicklung, bei der abstrahiert wird von Wachstum und
Strukturveranderung. Es erlaubt, eine offene Masse wie eine geschlossene
Masse zu behandeln und von der Querschnitts- auf die Langsschnittsbe-
trachtung zu schlief3en. Es liegt der Berechnung einer Sterbetafel zu-
grunde, weshalb man auch von " Sterbetafel bevolkerung” spricht.

In einer stationdren Bevolkerung wird jeder Geburtgahrgang (jede
"Kohorte") durch eine

a) gleichgrof3eund
b) gleich strukturierte

Kohorte ersetzt. Wegen a) wird im Modell abstrahiert von einer Dynamik
(Wachstum) und wegen b) von einer Strukturveranderung (z.B. in Form
einer Verdnderung der Sterbewahrscheinlichkeiten und damit der Ab-
gangsordnung). Es sind deshalb zundchst die Begriffe Kohorte und Ab-
gangsordnung zu definieren.

Def. 12.7: Kohorte, Abgangsor dnung, stationar e Bevolkerung

a) Eine Zugangskohorte oder einfach Kohorte ist die Gesamtheit der
gleichzeitig (zum gleichen Zeitpunkt t;, bzw. im gleichen Intervall ge-
ringer Lange [t ,t]) zugehenden Einheiten. Ihr Umfang, d.h. die
Zahl

der zugehenden Einheitenist |,.

b) Die Abgangsordnung I, (wobei x = 0,1,...,w das Alter, d.h. die Anzahl
der vollendeten Jahre ist) ist die Anzahl der Uberlebenden des Alters
X. Es ist der Restbestand einer Geburtskohorte des Umfangs |, nach
Vollendung von x Jahren in Abhangigkeit von x.
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c) Bel einer stationdren Bevolkerung (Sterbetafelbevolkerung) wird jede
Kohorte (jeder Geburtgahrgang) in jedem aufeinanderfolgenden In-
tervall (in allen folgenden Jahren) durch eine gleich grof3e Kohorte (so
dass Z,,; =1, fur alej) mit gleicher Abgangsordnung (d.h. gleicher
"Struktur"; I, ist nicht von j sondern nur von x abhéngig) ersetzt.

Folgerungen aus Def. 12.7:

1) Die Starke der Geburtgahrgange und die Abgangsordnung |, ist nicht
abhangig vom Geburtgahr (von der absoluten-, objektiven Zeit). Die
Abgangsordnung, d.h. die Folge I,l,,...1,,, und ale im folgenden ein-
gefuhrten Tafelfunktionen g, T, und e, héngen bel einer stationdren
Bevdlkerung allein vom Alter x ab (von der relativen Zeit). Dasist der
Grund, weshalb hier (und nur hier) vom Querschnitt auf den Langs-
schnitt geschlossen werden kann.

2) Die Abgangsordnung (auch "Absterbeordnung”, "Uberlebensordung"
oder "Absterbefunktion”) ist eine monoton (nicht streng-monoton)
abnehmende Funktion des Alters: ist das Alter z groRRer als das Alter
X,soistl, <l,.

Beispiel 12.7:

Trotz intensivster &rztlicher Bemihungen haben sich die flnf ersten Ex-
emplare einer neu gezlichteten Pferderasse als nicht sonderlich Uberle-
bensfahig herausgestellt. Das Pferd Egon konnte noch nicht einmal seinen
ersten Geburtstag felern. Das Alter (in vollendeten Jahren), das die finf
Pferde erreichten betrug leider nur:

Pferd Alter
Egon (E) 0
Doris (D) 1
Boris  (B),Clara| 2
Augustus (A) 3

Man bestimme aus diesen ¥
Daten die Abgangsordnung
|, und die Altersverteilung
der Kohorte (des
Geburtgahrgangs).

Das Beispiel soll im fol-
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genden erweltert werden.

Losung 12.7:
Abgangsordnung

Alter
X

Pferde

x

A,B,CD,E

A,B,C,D

AB,.C

A

Al W[N[FR|O

Ol kR, W ~|O

Verteilung des Sterbealters

Von den |, = 5 Pferden erreichen d, das Alter
(Anzahl der vollendeten Jahre) von x Jahren:

X d, (Pferd)
0 1 Egon

1 1 Doris

2 2 Boris,

3 1 Augustus

Fortfihrung des Beispiels 12.7:

Man stelle sich nun vor, Diplom-Kaufmann K aus E betreibe seine Pfer-
dezucht weiter und jedes Jahr werden 5 Pferde A,...,E geboren, die in der
gleichen Weise leider nur sehr kurz Ieben und spétestens (Pferd Augustus)
kurz vor Erreichen des 4-ten Geburtstags sterben. Man erhélt nun begin-
nend mit dem Jahr 1991 die folgende "Pferdebevdlkerung” (die Geburts-
jahrgénge [Kohorten, engl. vintages] werden mit 1,2,... bezeichnet).

Jahr Pferde im Alter von ...Jahren
1 2 3
91 | A,B,,C,,D,,E;
92 | A,B,C,D,E, | A,B,C,D,
93 | A;B,;CsD,E; | A,B,C,D, A,B,C,
94 | A,B,C,D,E, A3B;,C;,D, A,B,,C, A

Wie man sieht ist ab 1994 die Altersverteilung der Pferde und der Umfang
der Pferdebevolkerung konstant. Es gilt fur die Altersverteilung der T, =

Zl, =13 Pferde:
Altersverteilung des Bestands
Alter x 0 1 2 3 Summe
Pferde | 1,=5 | I,=4 | |,=3 l,=1 Te=21,=13
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Wie man sieht gilt: Die Anzahl der Pferde des Alters x ist stets genau |,.. Bei einer statio-
naren Bevdlkerung hangt also der Bestand mit der Absterbeordnung eng zusammen (vgl.
Satz 12.3). Es ist nun auch von Interesse, die Altersverteilung des Bestands mit
derjenigen der Kohorte (der jedes Jahr stattfindenden Geburten und Todesféle) zu
vergleichen:

Altersverteilung der Kohorte
Alter x 0 1 2 3 Summe
Pferde | dg=1 | d;=1 | d,=2 | dy=1 lg= 2d,=5
Es ist auch offensichtlich, dass das Durchschnittsalter der Lebenden (des Bestands)
kleiner ist als das durchschnittliche Sterbealter (Durchschnittsalter der Gestorbenen).
Schlief¥lich besteht zwischen den Grofen |, und d, folgender Zusammenhang:

Absterbeordnung I, und Anzahl der Gestorbenen d,

Alter x Anzahl der Uberlebenden |, im Beispiel 12.7
0 lp =dpt+d;+dy+ ... +d, |dyt+d;+dy+d3=5
1 l{, = dy+d,+ ... +d, di+d,+d;=4
2 l, = d,+ .. +d, d,+d3=3
w-2  |ly0= d,, +d, d,+d3=3
w-1 |lyq= d, dz=1
Esgilt also:
[(12.15) I,=>d, (mity<x). |

Satz 12.3:

1. Die stationéare Bevolkerung hat einen konstanten Umfang von P, = Tj
(P = population) zu allen Zeitpunkten t, wobei
(12.16) T;=I, (x=01,..w). |

T; ist die Summe der von der Kohorte von |, Einheiten (von |, Neuge-
borenen) insgesamt zu durchlebenden Jahre (eine Verweilsumme mit
der MalReinheit "Personenjahre”" bzw. im Beispiel "Pferdejahre”).

2. lhre Altersverteilung ist gegeben durch die Abgangsordnung: dem
Alter x ist die absolute Haufigkeit |, zugeordnet.

3. Das durchschnittliche Sterbealter x, = xd,/Zd, der Geburtskohorte
(der gleichzeitig Geborenen) des Umfangs |, betragt X, = € -1 mit

_Th
(1217) =7
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(€5 ist die durchschnittliche Verweildauer, die Lebenserwartung eines
[einer] Neugeborenen). Folglich gilt bel einer stationdren Bevolke-
rung, dass der Bestand (Umfang) zu jedem Zeitpunkt konstant ist und
zwar Tg = €, also:

Bei elner stationaren Bevdlkerung ist der (konstante) Bevolke-
rungsstand gleich Tg und damit gleich dem Produkt der Zahl der
Zugange und der mittleren Verweildauer.

4. Das mittlere Alter der Lebenden (Mittelwert der Altersverteilung gem.
Nr. 2) ist mit £xl, / ZI, in der Regel verschieden von der Lebenserwar-
tung €, (gem. Gl. 12.17). Im Beispiel 12.7 erhdt man 2xI, / ZI, =1
und 2xd, /2d, =8/5=1,6.

5. Zwischen der Altersverteilung des Bestands und derjenigen der Ko-
horte (der konstanten Zu- und Abgange), also zwischen |, und d, gilt
der Zusammenhang von GlI. 12.15.

Man beachte: bei der Definition des durchschnittlichen Sterbealters x,
(Nr. 3) und des durchschnittlichen Alters der Lebenden x, (Nr.4) ist
angenommen, dass jede der dy Einheiten, die das Alter x (Anzahl der
vollendeten Jahre) erreicht hat, praktisch gleich nach ihrem Geburtstag
stirbt und bei € , dass sie praktisch kurz vor ihrem x+1ten Geburtstag
stirbt. Spéter (vgl. Satz 12.5) wird die Definition des Sterbeslters
dahingehend modifiziert, dass die Sterbezeitpunkte als gleichmaliig Gber
ein Altergahr (Intervall [x, x+1]) angenommen werden.

Beispiel 12.8:

Es sei angenommen, dass jedes Jahr |, = 6 Zugange (Einheiten A,..., F) zu
verzeichnen sind, die wie folgt abgehen: d, = 3 Einheiten (D,E,F) im Alter
X = 0 (also vor dem ersten Geburtstag), d, = 2 Einheiten (B, C) im Alter x
= 1undd, = 1 Einheit (A) im Alter x = 2. Man bestimme die Altersvertei-
lung des (beginnend mit der dritten Kohorte) konstanten Bestands und der
Abgéange.
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L6sung 12.8:
Altersverteilung (j = Subskript der Kohorte):
des Bestands am Beginn der Abgange am Ende
des dritten Jahres: des dritten Jahres:
Alter x 0 1 2 Alter x 0 1 2
Lebende | A,...F3 | A2B2Cy | A Gestorbene | Dg,EzF3 | BoCo | Ag
Anzahl 1,=6 1,=3 =1 Anzahl dy=3 d=2 | d,=1
Anteil 60% 30% | 10% Anteil 50% | 33,3% | 16,7%

Man verifiziert leicht, dass das Durchschnittsalter der Gestorbenen (durchschnittliches
Sterbeslter) X - was die Regel ist - grofer ist als das Durchschnittsalter der Lebenden
(des Bestands) X; (esgilt Xp = 2/3 und X =0,5) und dass gilt :

|(12.15) |, = 5d, (mity<x): |

lp=dy+dy +d,=3+2+1=6

l; = d, +d, = 2 +1=3; Bestand der Bevolkerung =l, = Tg = 10
lp = d, = 1=1

Beispiel 12.9:

Es sei angenommen, dass jedes Jahr | = 4 Zugange (Einheiten A bis D) zu verzeichnen
sind, die alle im Alter von x = 2 (nach Vollendung von 2 Jahren) abgehen (rechteckige
Abgangsordnung). Man bestimme die Altersverteilung des konstanten Bestands und der
Abgange.

Losung 12.9:
Altersverteilung (j = Subskript der Kohorte) am Beginn/Ende des dritten Jahres:
Beginn Ende
Alter x 0 1 2 Alter x 2
Lebende | A3-D3 | A,-Dy | Aj-D, Gestorbene | A;-D,

Es gilt dy=d;=0 und d,=4 so dass | ;=l,=1,=4.
Auch jetzt gilt, dass das Durchschnittsalter des Bestands X| = 1 kleiner ist als das durch-

*

schnittliche Sterbeslter X = 2 bzw. die Lebenserwartung eines Nulljahrigen e; = 3
(vgl. Satz 12.5).
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b) Sterbetafel

Die folgenden Ausfiihrungen setzten den ansonsten in der Deskriptiven Statistik noch
nicht eingefiihrten Begriff der Wahrscheinlichkeit voraus.
Die einjdhrige Sterbewahrscheinlichkeit der x-jghrigen Manner bzw. Frauen wird
bestimmt aus der Anzahl P;j der Personen (Manner bzw. Frauen) der Bevolkerung, die
zum Zeitpunkt tj zur Wohnbevdlkerung gehoren (Datenbasis fir die Sterbetafel; in der
Praxis verwendet man nicht ein, sondern meist drei benachbarte Jahre um die Wirkung
von Zufallseinflissen auf die Sterbewahrscheinlichkeiten zu verringern) und der
Anzahl Dy der Abgénge (Todesfélle) in der Altersgruppe x in einem Jahresintervall um
. Die alters-spezmschen Sterbeziffern lauten somit: m, =D, /P Ausihnen werden
nach gewissen Korrekturen und Gléattungen (z.B. Anpassung von Regr ionsfunktionen,
gleitende Durchschnitte, Spline-Funktionen usw.) die einjdhrigen
Sterbewahrscheinlichkeiten g, be-stimmt. Unter der Annahme, dass sich die Todesfélle
im Altersintervall (x, x+1) gleichméfig verteilen, so dass Py; durch Py = Py + %D, zu
ersetzen ist, erhélt man q, = Dy; /Pyj = my /(1 +Yamy).

Def. 12.8: Tafelfunktionen g, p, !, L

a) Die einjahrige Sterbewahrscheinlichkeit g, der x-jdhrigen ist die
(bedingte) Wahrscheinlichkeit daflr, dass eine Person, die das Alter
von x erreicht hat, das Alter von x+1 nicht mehr erreichen wird (mit x
=0,1,...,.w fur das Alter in vollendeten Jahren).

b) Die einjahrige Uberlebenswahrscheinlichkeit p, ist demzufolge p, = 1
- g, denn eine x-jahrige Person kann in ihrem nachsten Lebengahr
entweder sterben oder dieses tiberleben. Auch die einjahrige Uberle-
benswahrscheinlichkeit p, ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit, das
Alter x zu Uberleben (x+1 zu erleben), wenn (bedingt dadurch, dass)
man bis x gelebt hat.

c) Samtliche Sterbetafelfunktionen sind allein Funktionen des Alters x
und sie sind mit der Folge der Sterbewahrscheinlichkeiten g, und dem
willkdrlich gewahlten Anfangsbestand (Geburten) |, eindeutig gege-
ben:

e die Absterbeordnung I, bezeichnet die Anzahl der Personen, die
mindestens das Alter x erreichen. Sie ist ausgehend von einem fik-
tiven Anfangsbestand von |, = 100.000 Personen rekursiv zu be-
rechnen mit

(12.18) I, =Lp, =1L(1-q).

e Entsprechend ist die Anzahl d, der im Altersintervall (x, x+1) ge-
storbenen Personen gegeben mit

(12.19) d,=lg. =1 -1,,>0
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da die Abgangsordnung |, monoton fallend ist (l,,; <1,).

d) Mit L, wird die Anzahl der von allen tberlebenden x-jahrigen Perso-

e

nen bis zum Alter x+1 durchlebten Jahre (die Anzahl der im Intervall
(x,x+1) verlebten Personenjahre) bezeichnet.

|(1220) Lx = 1/2(|x + Ix+1)' |

Zur Begrindung fir diese Modifikation der Abgangsordnung vgl.
Bem. Nr. 2 zu dieser Definition.

Firr einige Zwecke ist es auch sinnvoll, mehrjahrige unbedingte Uberlebenswahr-
scheinlichkeiten vom Alter 0 bis zu einem bestimmten Alter x as Produkt
einjahriger Uberlebenswahrscheinlichkeiten zu definieren mit

(12.21) pgy= PoP1Py - Px.1;

so dass gilt:

(12.22) 1y =1lgPgy = loPoPy1---Px.1,

d.h. die Folge der einjahrigen Sterbe- und damit auch Uberlebenswahrscheinlichkei-
ten bestimmt zusammen mit der willkdrlichen Anzahl |, der Geburten (der fiktiven
Kohorte) eindeutig die gesamte Absterbeordnung und damit auch die gesamte Ster-
betafel.

Bemerkungen zu Def. 12.8:

1

Alle Sterbetafelfunktionen q,, p,, I, d, und L, sowie die noch zu defi-
nierenden Funktionen T, und e, (Def. 12.8) sind bei gegebenem
(fiktiven) Anfangsbestand |, der angenommenen Geburtskohorte
Funktionen des Alters x und alein abhangig von q,.

Der Berechnung von L, as ungewogenes Mittel von |, und |, ., liegt
der Gedanke zugrunde, dass die |, ,; Personen, die auch ihren x+1-ten
Geburtstag erleben, zu L, ein volles Lebengahr beitragen, dagegen
digenigen, die zwar das Alter (Anzahl der vollendeten Jahre) x, nicht
aber das Alter x+1 Jahre erreichen, im Mittel nur ein halbes Jahr bei-
tragen, so dass gilt:

I-x = 1'|x+1 + 1/2'dx = Ix+1 + 1/2(|x - Ix+1) = 1/2(|x+|x+1)'

Berechnet man die mit der Sterbetafel gegebene Lebenserwartung
einer x-jahrigen Person (vgl. Def. 12.8) auf der Basis der Folge der |-
Werte (in Def. 12.8 dann €, statt e, genannt) statt der L, - Werte, so ist
die Lebenserwartung jeweils (fur alle x) um ein halbes Jahr grofier: €
=g t+v
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Beispiel 12.10:

Gegeben sei die monoton steigende Folge von Sterbewahrscheinlichkeiten
a, und Uberlebenswahrscheinlichkeiten p, = 1 - q,:

X 0 1 2 3
0, 1/5 1/4 2/3 1
P, 4/5 3/4 1/3 0

Bestimmen Sie ausgehend von einer fiktiven Kohorte von |, = 5 Personen
(A,B,C,D und E) die Absterbeordnung |, und ale weiteren bisher be-
sprochenen Tafelfunktionen (d,l,), sowie die noch zu definierenden
Funktionen (vgl. Def. 12.9) T, und g, (bzw. T} und €)!

Losung 12.10:

Wie man leicht sieht, handelt es sich hinsichtlich der Abgangsordnung um
die gleichen Zahlen, wie in dem ausfihrlich behandelten Beispiel 12.7.
Die folgende Tabelleb enthalt die Tafelfunktionen.

X | Personen ||, d, (Pers) L, | T, e |T,., €,
0 |[ABCDE |5 1 E 451105 21 |13 26
1 |[ABCD 4 1 D 35| 6 15 8 2
2 |ABC 3 2 BC 2 25 0833 4 1333
3 |A 1 1 A 05| 05 05 1 1
4 |- 0

1) esgilt e, =T+ /|, unde =T, /I,

Zur graphischen Darstellung einiger Tafelfunktionen vgl. Abb. 12.5. In
den Bemerkungen zur Def. 12.9 wird auf die Interpretation der
Tafelfunktionen dieses Beispiels eingegangen.
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Abb. 12.5: Zur Interpretation der Verweilsummen T, und T, (Bsp. 12.10)

I L
5 5 5
E \\
4 4 4
D D \\
3 3 3
C CcC | C
2 2 2
B B B
1 1 1
A A A A \\
1 2 3 4 Jj 1 2 3 4 5 0 1 2 3 il
Satz 12.4:
Esqilt:

(12.23) *d, =, (x=01,..w)

(was nur den trivialen Sachverhalt ausdriickt, dass die gesamte Kohorte
vom Umfang |, bis Erreichung des Maximalalters w vollstandig abstirbt).
Beweis:

Fur Partialsummen, etwa fur 2d, = d, + d; + d, (x =0,1,2), 18t sich unter
Verwendung von Gl. 12.21 leicht herleiten

2
2.0 =1o(1-popypo) = lo (1 - pga) = o - 1.

x=0
Dieser Zusammenhang gilt allgemein, so dass

w
de = |O = IW+l = IO gllt,
x=0
dap,, =O0unddeshabl,,,, =0 (keiner erreicht das Alter w+1).

Def. 12.9: Tafelfunktionen T, e

a) Die Tafelfunktion T, die Zahl der von den Uberlebenden des Alters x
noch zu durchlebenden Jahre ist die Summe der Grolen L,, L,,;,
Lamenl

w*

w
(1224) T,= 2L, X<y<w.
y=X

Haufig ist es auch sinnvoll, von der Grolse
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b)

W
(1225) Ty= Xl =T, +%,

y=X

auszugehen. Die Grofen T, und T;, sind Verweilsummen; Mal3einheit:
"Personenjahre”.

Dividiert man T; durch die Anzahl der Uberlebenden des Alters X,
also durch |, so erhalt man mit

*

(12.26) elelleL =€ -V
X

X

die (mittlere, durchschnittliche weitere) Lebenserwartung einer x-jah-
rigen Person (spricht man von "der" Lebenserwartung, so ist e, ge-
meint).

Bemerkungen zu Def. 12.9:

1

4.

Die Grof3en T, sind die von unten (d.h. vom Maximalalter w an) auf-
kumulierten Werte |,. Dies zeigt sich im Beispiel 12.10 etwa bei
(W=3)

Ti=l3+1,+1,=1+3+4=8.

Die Interpretation als die Gesamtzahl der von den |, = 4 Personen
(bzw. Pferde) "noch zu durchlebenden Jahre" 1863t sich wie folgt ver-
deutlichen: D lebt noch 1 Jahr, B und C leben noch jewells 2 Jahre
und A noch 3 Jahre (8 = 1+2+2+3). Entsprechend erhélt man Tg =1,
+l; + 1, + 1, = 13. Auch diesist eine Verweilsumme. Esist jeweils ein
Jahr hinzuzurechnen, aso A noch 4, B und C noch 3, D noch 2 und A
ein Jahr, zusammenalso4 + 3+ 3+ 2+ 1 =13 Jahre.

Diese Interpretation von T, as Verweilsumme lasst sich auch gra
phisch veranschaulichen: T; ist in Abb. 12.5 die schraffierte Flache
unter der Abgangsordnung (als Treppenfunktion) von rechts (Alter w)
nach links (Alter x) gesehen.

Die Verweilsumme T, ist die Flache unter der Abgangsordnung als
Polygonzug (Abb. 12.5 rechts) von rechts (Alter w) nach links (Alter
X) gesehen. Auch L, ist eine Verweilsumme und Flache unter der Ab-
gangsordnung.

Wenn |, = 4 Personen zusammen noch T, = 6 Jahre leben, dann liegt
es nahe, die durchschnittliche weitere Lebenserwartung jeder einzel-
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nen Person ase, = T,/l; = 6/4 = 1,5 Jahre anzusetzen.

5. Beriicksichtigt man, dass die Personen nicht jeweils kurz vor Erreichen ihres x+1
Geburtstags, sondern Uber das (Alters-) Jahr gleichmallig verteilt sterben (vgl. Bem.
2 zu Def. 12.8), so erhdlt man T, also beispielsweise T; =L+ L, +L; =05+2+
3,5 = 6 Personenjahre (bzw. Pferdgjahre). D lebt noch 0,5 Jahre (statt 1 Jahr), B und
C leben noch jeweils 1,5 Jahre (statt 2 Jahre) und A noch 2,5 Jahre (statt 3 Jahre).

6. Mankann T, auch in Abhangigkeit von den GroRRen |, darstellen. Danach gilt:

w
(1227) To= 2, -, =Ty-%,.
y=X

Daraus folgt, dass - wie erwéhnt (Bem. 3 zu Def. 12.8) - die Verwendung von L,

anstelle von |, zu einer um ein halbes Jahr kiirzeren Lebenserwartung bei allen Al-
tersklassen x = 0,1,...,w fiihrt.

7. Einem verbreiteten MilRversténdnis zufolge, nimmt die Lebenserwartung in dem
Male ab, in dem man &lter wird, so dass gilt e, 4 = e, - d. Man kann jedoch leicht
zeigen, dass dies nicht der Fall ist, es sei denn, es gelte:

_ { 1 firx=w
O 0 sonst
was eine rechteckige Absterbeordnung impliziert. Die Lebenserwartung e, ist auch
(anders as die Abgangsordnung IX) nicht notwendig monoton fallend, sie kann

sogar voriibergehend ansteigen. Ein Ansteigen der Lebenserwartung (so dass e, >
€,) ist moglich, wenn

(1228) Gegsy > 1.

Ansteigende L ebenserwartungen kommen in jungen Jahren vor. Hat man ein kriti-
sches Alter, im Bereich der Sauglingssterblichkeit oder im Bereich von 18 bis 19
Jahren (Verkehrstote!) Uberschritten, so kann die Lebenserwartung (meist nur) fur
ein Jahr ansteigen.

8. Der Zusammenhang
(12.29) €1 -6 =6 Oy -1
ergibt sich leicht aus der folgenden Uberlegung: Man erhalt mit
Ty =T,41 + 1, sowiel,,; =1,p,
e =1+e], p,. Ferner gilt wegen € = e, - %2 auch
(12:30) p, = i‘l:—/i/z

*

9. Zwischen der mehrjshrigen Uberlebenswahrscheinlichkeit Py und der
L ebenserwartung besteht folgender Zusammenhang: Aus

T3 = |y (1 + Py + PPyt + PxPrraPrs ..t PxPre1-Puy-) folgt
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(12.31) =g +% =1+3p,, Mity =x+1x+2,..w

Die Lebenserwartung wird also durch die Summe von Uberlebenswahrscheinlich-
keiten von x bis zum Maximalalter w bestimmt.

10. Nach Satz 12.1 gilt T = l gy, d.h. bei einer stationaren Bevolkerung ist der Bevolke-
rungsstand zur Zeit t, der P, genannt sei, fur allet gleich Ty und gleich dem
Pro-dukt aus den Zugéangen und der durchschnittlichen Verweildauer. Er setzt sich
zusammen aus den Geburten (Zugéngen) der Vorperioden Z,_, "gewogen" mit den
Uberlebenswahrscheinlichkeiten

X=wW .

Pi= 2Zix Poy »

x=0
denn von der Kohorte Z,_, ist noch ein Anteil von pgx nach x Jahren (zur Zeit t)
am Leben. Da ale Kohorten vom gleichen Umfang Iy sind und die
Uberlebenswahr-scheinlichkeiten von den Zeitpunkten t unabhangig sind, ist der
Umfang der Bevolkerung durch die Summe der Uberlebenden IX (bzw. L,) aso
durch T, (bzw. T,) gegeben. Er hangt somit allein ab von €, und von der Stérke
der Kohorten (Geburten) Z,. Dafur alet gilt Z, = |, ist die Geburtenrate b, = Z,/
P, =1lp/ Ty = () und da die stationdre Bevélkerung nicht wachst, ist die
konstante rohe Geburtenrate zugleich die (konstante rohe) Todesrate.

Bei einer stationdren Bevolkerung ist die rohe Geburtenrate by und dierohe
Todesrate gleich dem reziproken Wert der L ebenserwartung ep.

Anders als die empirische Geburtenrate einer (nichtstationéaren) Bevolkerung ist die
Geburtenrate einer stationdren Bevolkerung nicht abhangig von Schwankungen des
Altersaufbaus, die esja bei einer stationéren Bevolkerung ex definitione nicht gibt.

11. Der konstante Altersaufbau der stationdren Bevolkerung (die Folge Ig,l4, 1,1,
also die Abgangsordnung) ist alein durch die Uberlebenswahrscheinlichkeiten
gegeben. Fur das Durchschnittsalter der Lebenden X, und das durchschnittliche
Sterbealter (Durchschnittsalter der Gestorbenen) X gilt (Summen von x=0 bis

X=W):
(12.33) X, _ 20l
=l
>(x+¥)d
(12.34) Xp = %" =g

Man beachte, dass bei dieser Definition von X| und X, anders als bei der Betrachtung in
Ziff. 3ff von Satz 12.3 und Bsp. 12.8f., die Korrektur um 1/2 fir die gleichmaige
Verteilung der Sterbezeitpunkte auf das Intervall [x,x+1] vorgenommen wurde.
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Satz 12.5:

Man kann die Lebenserwartung eines Nulljghrigen e, (auch "mittlerer
Sterbezeitpunkt” genannt) als durchschnittliches Sterbealter X, interpretie-
ren, d.h. esgilt Gl. 12.34

Bewels:
Esqilt

Ty =lp+lg+..+1,
= 1o+ (Ig-dg) + (Ig-dg-dy) + ... + (Ig=d--.--Chy)
= (WH1)lg - wdy - (W-1)d; - (W-2)dy - ...- 20, 5 - 1d,, ;.

Mit Satz 12.2 erhadlt man hieraus

Ty =lg+0dy+1-dy + 2:d, +..4w-d,, =l + =xd, = |o[1+(X-¥2)] =

=1y(Xpt¥2),
daXxp = [Z(x+¥9)d,]/=d,  (mit x=0,1,...,.w), so dass
ey = Ty/lg=Xp + Y2und wegen e, = e, + Y2 gilt €y = Xp.
Satz 12.5 besagt auch: Die Fléche T unter der Abgangsordnung (Polygonzug) ist das |g-fache
durchschnittliche Sterbedter. Man verifiziert diesen Zusammenhang leicht anhand des obigen
Beispiels 12.10:

Person(en) | Sterbealter
E 0,5
D 15
C 25
B 25
A 3,5
Summe 10,5.

Somit ist: Xp = 10,5/5=2,1 = g,
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