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1. Konzentrationsbegriff und
K onzentrationsmessung

a) Absolute und relative, statische und dynamische
Konzentration

Konzentration im wirtschaftlichen Sinne kann zweierlel bedeuten:

1. ene Balung von Verfigungsmacht, Marktanteilen 0.&. auf wenige
Einheiten (z.B. Marktbeherrschung) und

2. die Existenz erheblicher Grofienunterschiede zwischen den Einheiten
("Ungleichheit").

Einmal wird auf die absolut geringe Anzahl der wirtschaftlichen Einheiten
abgestellt (Anzahlaspekt der Konzentration), im anderen Fall auf die Un-
gleichheit der auf die Einheiten entfallenden Anteille am gesamten Merk-
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mal sbetrag (Disparitétsaspekt der Konzentration). Die statistischen Mal3e
der absoluten Konzentration (Konzentration im engeren Sinne) bertick-
sichtigen beide Aspekte, die der Disparitét (oder: relativen Konzentration)
nur den zweiten.

Beispiele

Eine Aussage im Sinne der relativen Konzentration ist zum Beispiel:

e 1,7% der Bevdlkerung haben mehr als 70% des Produktivvermdgens
(sowohl die Merkmalstrager [Bevdlkerung] as auch die auf sie ent-
fallenden Merkmalbetrége [Anteile am Produktivvermégen] sind re-
lativiert [Prozentangaben)).

Eine Aussage im Sinne der absoluten Konzentration ist dagegen

e auf einem bestimmten Markt haben nur 3 Unternehmen (die drel
grofiten Unternehmen) zusammen einen Marktantell von 90% (die
Merkmalstréager sind in absoluter Zahl angegeben, es kommt auf die
absolut geringe Anzahl an).

Im Falle der sog. egalitéren Verteilung (Verteilung der Merkmal ssumme auf n Einheiten
zu gleichen Anteilen 1/n) wird der Unterschied besonders deutlich. Die relative Konzen-
tration (oder: Disparitét) ist jeweils Null, die absolute Konzentration dagegen umso gré-
Ber, jekleiner nist.

Neben der soweit dargestellten statischen Betrachtung eines Konzentrati-
onszustands wird auch haufig eine dynamische K onzentrationsmessung
gefordert, in der die Verdnderung der Vertellung (des Konzentrations-
merkmals) im Zeitablauf geeignet beschrieben wird. Die Darstellung die-
ser Art von Mobilitdt macht Verlaufsanalysen erforderlich und fuhrt zu
sehr komplizierten Modellen der Unternehmensdemographie, die Zu-
und Abgange, Wachstum, Diversifikation, Aktivitétsverlagerung usw. be-
ricksichtigen miften (auch unter Beriicksichtigung von Methoden des
Kapitels 12) und auch aus Griinden des Datenschutzes kaum fur empiri-
sche Untersuchungen angewandt werden kénnen, so dass z.Zt. noch stati-
sche oder komparativ-statische Betrachtungen dominieren.

b) Konstruktion von Konzentrationss und Disparitats
malden

1. Notwendigkeit von Gedankenexperimenten

In der wirtschaftlichen Realitét sind absolute und relative Konzentration
nicht zwei streng unterschiedene Erscheinungen, sondern zwei in der Re-
gel gemeinsam auftretende Aspekte eines Vorgangs. Neugrindungen, Fu-
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sionen, Auflésungen oder -teilungen, ungleiches GrélRenwachstum usw.
berthren meist beide Arten von Konzentration und damit auch beide Ar-
ten von statistischen Mal3zahlen gleichzeitig, wenngleich haufig in unter-
schiedlicher Weise. Dem steht jedoch nicht entgegen, dass man modell-
maldige Vorgange konstruieren kann, die sich isoliert auf einen der beiden
Aspekte der Konzentration auswirken. Das geschieht bei der Entwicklung
einer Axiomatik. In Form von sog. "Proben” werden die Auswirkungen
solcher Vorgange auf die Mal3zahlen der Konzentration und Disparitét
untersucht.

Auch die Unterscheidung zwischen einer statischen und dynamischen Betrachtung ist nur
eine gedankliche Abstraktion. In der Realitét entwickeln sich Konzentrationszusténde aus
Konzentrationsprozessen und es ist fraglich, ob eine Momentaufnahme den Sachverhalt
Uberhaupt hinreichend beschreiben kann. Wegen der Komplexitét dieser Prozesse ist es
auch hier notwendig, in Gedankenexperimenten isoliert den Effekt einfacher
Verénderungen an den Daten "durchzuspielen”.

2. Daten, im folgenden verwendete Symbole

Grundlage konzentrationsstatistischer Betrachtung sind die im folgenden
definierten GrofRen n, h;, g;, bzw. c;:

Def. 6.1: Anteile, Merkmalsanteile
Es sollen die folgenden Symbole verabredet werden:

1. Die Anzahl der Merkmalstréger ist n, ihre Anteile an der Gesamtheit
der Merkmalstrager h, = 1/n (bei Einzelbeobachtungen) bzw. h, = n;/n
bei gruppierten oder klassierten Daten

2. Die Merkmasanteile, d.h. die Anteile an dem Merkmalsbetrag
(Merkmalssumme der zu verteilenden Grof3e) lauten g, Wenn beson-
ders hervorgehoben werden soll, dass die Merkmalsanteile sich auf in
einer bestimmten Weise geordnete Merkmalstréger beziehen kann
statt g, auch das Symbol ¢, verwendet werden (vgl. Gl. 6.2).

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf Einzelwerte. Unterschiede
fur den Fall klassierter Daten werden an spaterer Stelle behandelt.

3. Konzentrationsmalle
Aufgabe der Deskriptiven Statistik ist es auch hier, Zusténde

a) graphisch, bzw. tabellarisch
b) durch eine zusammenfassende Mal3zahl (ein "Konzentrationsmal3')
zu beschreiben.
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Konzentrationsmal3e, in deren Berechnung alle Anteile g; eingehen, heifl3en
summarische, solche dagegen, die nur einen Teil der Anteile g bertick-
sichtigen heifen diskrete K onzentrationsmal3e (vgl. auch Abschn. 6).

4, Axiomatik

Die Entwicklung einer Axiomatik erfolgt, wie gesagt, durch Gedankenexperimente in
Form von sog. "Proben". So beschreibt z.B. die "Erganzungsprobe’ (Hinzufligen von
Einheiten, deren Merkmal sbetrége jeweils Null sind) eine isolierte fiktive Vergrof3erung
der Disparitdt. Entsprechend untersucht die "Proportionalitdtsprobe” (Aufteilung jeder
Einheit in k genau gleich grof3e Einheiten) die Auswirkungen des reinen Anzahleffekts
auf die statistischen Mal3zahlen. Mal3e der Konzentration und Disparitét sollen auf diese
beiden Proben unterschiedlich reagieren. Sie sind also auch durch ihre im Rahmen einer
Axiomatik (zu der die beiden genannten "Proben”" gehdren) geforderten Eigenschaften
unterschieden.

Ubersicht 6.1
Darstellung | (absolute) Konzentration (relative Konzentration)
Disparitét
a) graphisch | Konzentrationskurve Lorenzkurve
b) Malke
- summarisch | Kg(Rosenbluth)-Index”) | Dg Gini-Koeffizient **)
Herfindahl-Index K, Variationskoeffizient
- diskret concentration ratios Schutz-K oeffizient™")

*)  aus der Konzentrationskurve entwickelt,
*+)  aus der Lorenzkurve entwickelt.
*++) guch maximaler Nivellierungssatz von Lindahl genannt

5. Wirtschaftsstatistische Fragen

Bel der Durchfiihrung einer Konzentrationsmessung im wirtschaftlichen
Bereich sind eine Reihe wirtschaftsstatistischer Fragen zu klaren: Wahl
eines geeigneten Konzentrationsmerkmals (z.B. Umsatz oder Beschéftig-
tenzahl als Mal3 der Unternehmensgrofie) oder z.B. die "Abgrenzung des
relevanten Marktes' (d.h. der zugrundegel egten Masse)?.

1 Ausfuhrlicher zu diesen Aspekten vgl. von der Lippe, P.: "Wirtschaftsstatistik" UTB
Bd. 209, 4. Aufl., S. 230f.
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6.

Anforderungen an ein Konzentrationsmerkmal

Ein Konzentrationsmerkmal muss sein

7.

e nichtnegativ
e extensiv und
e mindestens intervallskaliert.

Extremfélle der Konzentration

Die Entwicklung eines Axiomensystems wird durch die Existenz von zwei
klar definierten Extremféllen der Konzentration erleichtert. Es ist insbe-
sondere maglich, so Konzentrations-, bzw. Disparitétsmalde zu normieren.
Es sind die folgenden zwei Extremsituationen zu unterscheiden:

a. egalitére Verteillung (Einpunktverteilung oder extreme Gleichvertei-

lung), die Situation der minimalen Disparitét: jeder der n Merkmals-
trager hat den gleichen Merkmalsbetrag x und damit auch den glei-
chen Merkmal santeil

1 ,
4 =4 1I=1,2,...,n.

wobei diese Anteile auch in einem Spaltenvektor g zusammengefaldt
werden.

Bel einer Disparitaéts von Null wird auch mifdverstdndlich von
"Gleichverteilung"2 geprochen.

vollkommene Ungleichheit (extreme Ungleichverteilung, maximale
Konzentration, Zweipunktverteilung): ein Merkmalstréger vereinigt
die gesamte Merkmalssumme auf sich, sein Antell q ist somit 1 und
die Anteile g der tbrigen n-1 Merkmalstrager sind demnach alle je-
weils Null.

Def. 6.2: Disparitats- und Gleichheitsmal

Ist D ein Disparitdtsmal3, so ist G=1-D ein Gleichheitsmal3

Die im néchsten Abschnitt besprochenen Axiome fir Konzentrations- und
Disparitatsmal3e lassen sich oft leichter formulieren, wenn auf Gleichheit
anstatt Disparitét abgestellt wird.

Der beschriebene Fall der egalitdren Verteilung heildt in der Statistik auch
Einpunkt-verteilung (alle Einheiten haben die gleiche [und damit einzige]
Merkmals-ausprégung, deren prozentuale Haufigkeit 100% ist). Gleichverteilung
heil dagegen: jede Merkmalsausprdgung kommt gleich héufig vor (z.B. die
Verteilung der Augenzahl beim Wirfeln [eine Wahrscheinlichkeits- nicht
Haufigkeitsverteilung]).
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2. Eigenschaften von Konzentrations- und Dispari-
tatsmalden

a) Axiome

Es sind Eigenschaften zu unterscheiden

a)

b)

Ist

die sowohl Konzentrations- als auch Disparitétsmalde haben sollten
und

solche, bel denen sich Konzentrations- und Disparitdtsmale unter-
scheiden.

speziell ein Konzentrationsmal3 gemeint, so wird es hier K genannt, en

Disparitdtsmal? im allgemeinen Sinne heil3t entsprechend D und bei einer Aussage, die
sich sowohl auf Konzentrations- as auch auf Disparitdtsmal’e bezieht, soll das
entsprechende Mal3 C genannt werden.

zu a) Eigenschaften von Konzentrations- und Disparitdtsmalien

K1:

Unabhangigkeit von der MalReinheit des Konzentrationsmerkmals

K2:

Ein Konzentrations- oder Dispariatdtsmal? C soll invariant sein bei
proportionaler Transformation: Isty; = bx; (b > 0), soist C(y) = C(x).

V erschiebungsprobe (Transfer)

K3:

Wird ein Betrag d mit O < d < h/2 transferiert von einem Merkmals-
tréger i (mit dem Merkmalsbetrag x;,) zum Merkmalstrager j mit X, =
X - h aso X3 < X; so soll C abnehmen (regressiver
[egalisierender, negativer, d.h. die Konzentration verringernder]
Transfer).

Die Umkehrung sollte entsprechend bei einem progressiven [positiven] also die
Konzentration (und damit auch das Konzentrationsmal3) erhéhenden Transfer ("von
arm zu reich") gelten, d.h. das Konzentrationsmald sollte dann steigen.

(V erschiebung, Niveaudanderunq)

Sel y; = a+ x;, dann ist bel egalitarer Verteilung des Merkmals X die
Konzentration des Merkmals Y gleich, also
C(y) = C(x)
und in den sonstigen Fallen soll gelten
: { <C(x) wenna>0 (abnehmende Konzentration)
Cy) =15 C(x) wenna<0 (zunehmende Konzentration)
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zu b) Eigenschaften, bei denen sich Konzentrations- und Disparitats-
mal3e unterscheiden

Im Unterschied zu den Axiomen K1 bis K3 wird bei den Axiomen K4 und K5 postuliert,
dass Konzentrations- und Disparitdtsmal3e auf die in den "Proben" unterstellten
Vorgange unterschiedlich reagieren. Die Proportionalitétsprobe (Axiom K4) beschreibt
den reinen Anzahleffekt, weshalb Disparitétsmalle hierauf nicht reagieren sollen. Die
Forderung K5 ist damit motiviert, dass man gedanklich eine immer gréf3er werdende
Ungleichheit durch Hinzuftigen von "Nulleinheiten" entstehen lassen kann.

K4: (Proportionalitatsprobe):

Ersetzt man jeden einzelnen Merkmalstrager i mit dem Anteil g am
Merkmalsbetrag durch k > 1 gleich grol3e Merkmalstrager mit den
Anteilen g/k, so soll fur das neue Disparitétsmal’d D* gelten:

D* = D(q) (Disparitét bleibt unverandert) |

und fur das "neue" Konzentrationsmald K* im Vergleich zum "alten”

K* = % :% K(q) (Fal der Dekonzentration).

Entsprechend soll im "umgekehrten" Fall einer Fusion von k gleich
grof3en Einheiten zu einer Einheit gelten D*=D und K*=kK (Fusion).

K5: (Ergdnzungsprobe, Nullerganzunq):

Figt man einer Verteilung m Einheiten, deren Merkmalsbetrage je-
weils Null sind ("Nulltréager") hinzu, so soll gelten

| K=K und D*>D. |

K6: Wertebereiche

Die folgenden Wertebereiche sollen gelten: fur

. 1
K onzentrationsmalie n <K<1
- - .- 1
Disparitatsmale 0<D<1- P
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b) Erlauterungen zu den Axiomen

1. Die Axiome K1 bis K3 werden sowohl fir Konzentrationsmale, als
auch fur Disparitétsmale gefordert. Das Axiom K1 besagt, dass ein
Konzentrations- und ein Disparitétsmald unabhangig sein soll von der
Maleinheit der zu verteilenden Grole (des Konzentrationsmerkmals).
Die "Ungleichheit" der Einkommensverteilung wird nicht davon
bertihrt, ob das Einkommen in DM oder in Pfennigen gerechnet wird.
Sieist in beiden Fallen gleich grof3.

Diese Invarianz gegeniiber proportionalen Transformationen (auch "Bresciani-
Turoni-Bedingung" genannt) wird dadurch sichergestellt, dass zur Berechnung von

Konzentrations- und Disparitdtsmalden nur Merkmalsanteile, nicht absolute Merk-
mal sbetr age benutzt werden.

2. Das Axiom K2 (auch "Transfer", "Pigou-Dalton-Effekt" oder [wegen
K 3] milverstandlich "V erschiebungsprobe" genannt) wird nicht selten
nur fUr Disparitétsmal®e gefordert. Bei einem Transfer "von reich zu
am" soll die Disparitdt abnehmen (negativer -, regressiver - oder
egalisierender Transfer). Umgekehrt soll die Disparitdt zunehmen,
wenn d von j auf i transferiert wird (positiver - oder progressiver
Transfer).

Transfers sind stets Umverteilungen bei gleichbleibendem gesamtem Merkmal sbe-
trag und wegen d < h/2 auch bei gleichbleibender Rangfolge der Merkmalstrager
(unter denen der Transfer stattfindet). Die Bedingung d < h/2 wird deshalb
eingefiihrt ("Uberholverbot").

Esist auch Ublich, eine Reaktion auf einen Transfer fur Konzentrations-, nicht nur
fr Dispariatétsmal3e zu fordern, oder aber zu unterscheiden:

bei einem regressiven Transfer soll K abnehmen, D dagegen strikt abnehmen.
Gelegentlich wird der Transfer auch "bewertet" in dem Sinne, dass sich ein positiver
Transfer auf ein Konzentrations- oder Disparitétsmald stdrker erhbhend auswirken
soll, als sich ein betragsmalig gleich grofer negativer Transfer verringernd auswirkt
("starke Verschiebungsprobe™).

3. In der Literatur wird K3 haufig nur fur Disparitdtsmalde gefordert.
Anders alsdiein K1 postulierte gleiche relative Anderung (z.B. Erho-
hung aller Einkommen um 20%, so dass b = 1,2 ist) soll sich eine
gleiche absolute Anderung der Merkmalsbetrage durchaus auf die
Disparitat auswirken. Nach Axiom K3 bedeutet eine fur alle Merk-
malstrager gleich grof3e Zunahme (a>0) der Merkmalsbetrdge eine
Verringerung der Disparitdt und entsprechend eine Abnahme (a<0)
eine Vergroferung der Disparitét.
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4. Der mit der Proportionalitatsprobe beschriebene Anzahleffekt soll sich
auf ein Disparitatsmald nicht auswirken, die Konzentration soll sich
jedoch proportional zu einer Verringerung (Fusion) der Anzahl der
Merkmalstréger  vergrol3ern, bzw. zu ener Vergrof3erung
(Dekonzentration) der Anzahl der Merkmalstréger verringern.

5. Hinter der Ergéanzungsprobe (Axiom K5) steht - wie gesagt - die
Vorstellung, dass man sich eine "Ungleichverteilung” durch Hinzuf-
gen von Nulltrdgern aus der Gleichverteilung entstanden denken kann.
In gleicher Weise wird eine bestehende "Ungleichheit" durch Hinzu-
flgen von Nulltragern vergrofiert.

Der Vorgang der Nullerganzung soll dagegen ein Mal3 der absoluten
Konzentration K unverandert lassen, weil die Anzahl derjenigen
Merkmalstréger, die sich bisher die Merkmalssumme aufteilten und
deren Anteile g;>0 sind, gleich bleiben.

Mit dem Axiom K5 ist noch nicht gesagt, um wieviel sich D bei Hin-
zufugen (Wegnehmen) von Nulleinheiten vergrof3ert (verringert). Eine
solche Aussage wird mit der folgenden spezielleren Fassung des
Axioms getroffen, die wir Axiom K5a nennen wollen

Axiom Kb5a:

Manchmal wird auch gefordert, dass sich ein Disparitatsmald in einem
bestimmten Ausmal? vergrof3ert. Fiigt man einer Verteilung m=(k-1)n
Nullelemente hinzu, so dass der Vektor der Merkmalsanteile q =
[0;.-.4] in den Vektor g, = [q;...9, 0...0] mit kn Elementen Ubergeht,
so sollte fur ein Disparitétsmald D und fur ein Gleichheitsma3 G =1 -
D gelten

61  1-D(q)= %91
(6.13) G(q) = gkg) .

Das bedeutet z.B., dass durch eine Verdoppelung (k=2) der Anzahl der
Merkmalstréger das Gleichheitsmal3 halbiert wird. Es handelt sich aber nicht einfach
um eine Verdoppelung der urspriinglichen Einheiten (was ein Anzahleffekt im
Sinne von K4 ware), sondern um ein Hinzufigen von n "Nulltrégern" zu n
Einheiten, deren Merkmalsbetrage grofRer oder gleich Null sind.

6. Es wird nicht nur gefordert, dass die oben genannte Grenzen gelten,
sondern auch, dass sie in genau definierten Situationen angenommen
werden. Danach gilt bei den bereits dargestellten extremen Zusténden:
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S

maximale Konzentration Knx =1 und D, =1-

. . 1
egalitére Verteilung Kpin=p und Dy, =0.

Man beachte, dass die minimale (nicht aber die maximale) Konzentra-
tion und die maximale (nicht aber die minimale) Disparitét von n ab-
héngig ist. Deshalb kann man auch nicht einfach fordern: 0<D,K <1,
auch nicht wenn man bedenkt, dass 1/n "gegen Null strebt”, zumal n
bei Konzentrationsuntersuchungen oft nicht sehr grof3 ist.

e Konzentration: War ein Markt bisher von 4 gleich grofRen Unternehmen be-
herrscht, so wiirde ein Ubergang zu 3 gleich grolRen Unternehmen die Disparitét
nicht bertihren (da stets alle Unternehmen gleich gro3 sind, bleibt D=0), wohl
aber die Konzentration von 1/4 auf 1/3 erhohen (die wegen D=0 minimale
Konzentration ist also von n abhangig: je kleiner n desto groler K,;,), dennim
Sinne der absoluten Konzentration ist die Konzentration auf 3 statt 4
Unternehmen natirlich eine Steigerung

e Disparitat: Sie kann nur maximal sein, wenn einer ales und der Rest (n - 1
Einheiten) nichts bekommt. Es st klar, dass diese Ungleichheit umso grofier ist je
groRer "der Rest" ist. Es ist deshalb sinnvall fiir den Fall, dass eine Einheit die
gesamte Merkmalssumme auf sich vereint danach zu differenzieren, wie grof3 n
ist (die Obergrenze von D ist deshalb abhangig von n).

3. Messung der (absoluten) Konzentration

a) Konzentrationskurve und Rosenbluth-Index

Ordnung nach abnehmender Groie

Die Daten liegen in Form von Einzelbeobachtungen X,,X,,...,X,, vor. Da
Konzentration bedeutet, dass eine geringe Anzahl von Merkmalstréagern
einen grof3en Anteil an der Merkmalssumme auf sich vereinigt, werden die
Merkmalsbetrage nach abnehmender Grofle geordnet (d.h. die Merk-
malstrager werden nach abnehmenden Merkmalsbetrégen geordnet), so
dass

XD >x@ >..>xM (abnehmende Merkmalsbetrage).

Bel der Disparitdtsmessung ist es dagegen ublich, von einer Ordnung nach
zunehmender Grof3e auszugehen, so dass gilt

X1y £ X2 S-S X (zunehmende Merkmal sbetrage).
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Konzentrationsraten, Konzentrationskurve und Rosenbluth-I ndex

Wir sind jetzt in der Lage, Konzentrationsraten, deren graphische Darstellung, die Kon-
zentrationskurve und den hieraus abgeleiteten Rosenbluth-Index als Konzentrationsmaf3
(Mal’ der absoluten Konzentration) zu definieren.

Def. 6.3 : Konzentrationsraten, -kurve, Rosenbluth-I ndex

a) Wird der Merkmalsanteil desi-ten Merkmalstragers
x®  x®

C=—-—=——
boex0 Ex,

(6.2)

genannt (oder aquivalent g;; vgl. Def. 6.1) dann ist

i
63) C=Y¢ C,=0<C;<.<C,=1

=1

der kumulierte Anteil der i grofdten Merkmalstrager und heif3t Kon-
zentr ationsr ate (concentration ratio).

b) Zeichnet man die geordneten Paare (i, C,) in ein kartesisches Koordi-
natensystem ein und verbindet man die Punkte mit den Koordinaten
(0,0), (1,C),..., (n,1), so heild der daraus resultierende Polygonzug
Konzentrationskurve (vgl. Abb. 6.1).

Abb. 6.1: Konzentrationskurve

Zahlenbeispiel: ¢, = 0,4 ¢,=0,3 ¢3=0,1 ¢4 bisc,,jeweils0,2/7

0,8+

0,2+
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c) Der Rosenbluth-Index (Konzentrationskoeffizient von Rosenbluth)
ist wie folgt definiert:

1 .
—<Kgr<1 (i=1,2,...,n).

64 Ke= 2%ic-1 n

Bemerkungen zur Def. 6.3:

1. Zwischen den Ordnungsstatistiken x# und den bisher betrachteten
Ordnungsstatistiken X gilt die Beziehung
XO =Xy 1=1,2,..,0.

2. Die Konzentrationsrate C, ist der Anteil, den die r grofiten Merkmals-
trager auf sich vereinigen. Wenn z.B. das Merkmal Umsatz betrachtet
wird ist C; der Umsatzanteil der finf grofiten Unternehmen. Konzen-
trationsraten C; sind diskrete Konzentrationsmal3e, weil sie nur einen
Teil der Merkmalsanteile ¢; berlicksichtigen. Sinnvoll kann nur r < n
gewahlt werden, well

¢ (absolute) Konzentration bedeutet, dass eine geringere Anzahl r von
Merkmalstrégern einen kumulierten Merkmalsanteil C, hat.

e fUrr =nnotwendig gilt C, = 1, was keine Information liefert.

Die Wahl von r ist willkirlich. Die Konzentrationsrate ist dartberhinaus zwar

einfach und anschaulich, sie nutzt aber die in der Konzentrationskurve steckende

Information nicht voll aus. Bei Untersuchungen Uber die Konzentration von

Unternehmen in bezug auf Umsétze; Marktanteile usw. ist es dblich (z.B. in den

Untersuchungen der Monopolkommission) die Konzentrationsraten C, Cq, Cyq zuU
betrachten.

3. Die Konzentrationskurve ist eine graphische Darstellung der Konzen-
trationsraten. Aus x® > x(+1) folgt

(65 c¢=c,, und C<C, .

Die Steigung der Konzentrationskurve betragt im Intervall von i-1 bis
I genau ¢, und kann wegen (6.5) nicht zunehmen. Im Fall der
egalitéren Verteilung, bel dem fir ale i gilt ¢ = 1/n ist die
Konzentrationskurve eine die Punkte (0,0),...,(n,1) verbindende
Gerade C, = i/n mit der Steigung 1/n. In alen anderen Féllen verlauft
sie als Polygonzug oberhalb dieser Diagonaen konkav, so dass gilt
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(6.6) C¢z% (i =12,...n).

Im Falle der maximalen Konzentrationist C, =1und C, =0 (fir 1 <i
<n).

4. Der Rosenbluth-Index stellt ein Mal3 fur die Wélbung der Konzentra-
tionskurve dar. Man kann zeigen, dass Ky invers von der Flache F
(schraffierte Flache in Abb. 6.2 bis 6.4) abhangt:

(6.7 F=Zic-¥% (¥<F<n/2) und

1
(6.78) Kp=5¢

Aus Gl. 6.7 ist ersichtlich, dass die Reihenfolge der Einheiten nicht
beliebig ist. Bei der Konzentrationsmessung werden, wie gesagt, die
Merkmalstrager stets nach abnehmenden Merkmalsanteilen ¢, geord-
net.

Abb. 6.2: Konzentrationskurve und Flache F (vor und
nach negativem Transfer zwischen Einheit 2 und 3)

0,5

5. Durch die proportionale Transformation y; = b-x; verdndern sich die
Merkmalsanteile ¢, nicht, so dass K das Axiom K1 erfallt.

6. Um zu zeigen, dass K das Axiom K2 erflillt, betrachten wir ohne Be-
schrénkung der Allgemeinheit einen negativen (egalisierenden) Trans-
fer des Betrages d und damit des Anteils
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_d _1

von i zu j = i+1. Dadurch wird C, um c; geringer und C,,, bleibt
gleich. Die Konzentrationskurve verlauft dann zwischen den Punkten
(i-1, C_,) und (i+1,C,,) flacher (vgl. Abb. 6.2). Dadurch vergroliert
sich die urspriingliche Flache F um die Flache Fy. Mit geometrischen
Uberlegungen |8 sich zeigen, dass die Flache F; dem Merkmalsan-
teil ¢4 entspricht. Offensichtlich gilt dies auch bei einem Transfer von
i auf j (bei j >i+1). Wegen der in Gl. 6.7a dargestellten inversen Be-
ziehung zwischen F und Ky nimmt Ky ab. Analog nimmt Ky bei
positivem Transfer zu.

Fur y; = at+x; erhélt man die "neuen” Konzentrationsraten (von y statt
von X)

X
+ C

,_AimM+CxX a i
a+x T a+txXn a+x

68  C.=

C," ist dso ein gewogenes Mittel aus dem bisherigen Wert C; und

dem Wert i/n bei egalitérer Vertellung. Ist die Ausgangsverteilung die

egalitére Verteillung, so bleibt diese erhalten. In allen anderen Fallen

gilt:

e Fira>0ist C <C, furi <n, so dass die neue Konzentrationskurve
unterhalb der bisherigen verlauft, was bedeutet, dass K abnimmt.

e Fur a< 0 ist entsprechend C* > C,, wenn i < n ist, so dass Ky zu-
nimmt (das Gewicht a/(a+x) ist negativ).

Somit erfullt K auch das Axiom K3,

Auch Axiom K4 ist, wie leicht zu sehen ist, erfillt. Eine Dekonzen-
tration mit k = 2 veréndert die Konzentrationskurve wie in Abb. 6.3
gezeigt. Den Konzentrationsraten C, sind jetzt die Abszissenwerte 2i
zugeordnet, so dass die neue Flache F'=2F ist. Daraus folgt fir den
neuen Rosenbluth-Index K. = (2F)1 = ¥2K. Bei einer Fusion von je
zwei Einheiten mit gleichem Merkmalsanteil gilt Kg. = 2Kg, was sich
ebenfalls aus Abb. 6.3 ergibt, wenn man diese von rechts nach links
liest.

Axiom K5 ist offensichtlich ebenfalls erfillt, da dies nur darauf hin-
audlauft, dass das Rechteck Uber die Punkte (n,0) und (n,1) hinaus
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verlangert wird (Abb. 6.4). Es ist klar, dass sich dadurch der Rosen-
bluth-1ndex nicht veréndert.

Abb. 6.3: Wirkung einer Dekonzentration (Axiom K4)

1 1
F 2F

05 0,5

—— 0 —
1 2 3 4 1 2 3456 7 8

Abb. 6.4: Konzentrationskurve bei Nullerganzung von m
Einheiten

n n-+m

10. Die maximale Konzentration ist erreicht, wenn der grofdte Merkmals-
trager die gesamte Merkmalssumme auf sich vereinigt. Man erhélt
dann fur die Fléache F den Wert Y2 und somit K = 1. Entsprechend gilt
bei egalitarer Verteilung (c=1/n) F = (1+2+..+n)/n - Y2 dso 2F = n
und somit K = 1/n.

11. Der Rosenbluth-Index hangt, wie gesagt, invers von der Grélze der Flache F ab.
Dies legt den Gedanken nahe, ein Mal? aus der Flache G (vgl. Abb. 6.5) zwischen
der Diagonalen und der Konzentrationskurve

G=n2-F 0<G<(n-1)/2
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zu konstruieren, analog zur Herleitung des Gini-K oeffizienten aus der Lorenzkurve
(vgl. Abschn. 4).

Abb. 6.5: Flache G as Konzentrationsmal3

&

05T

Man kann aber leicht sehen, dass eine mit Gl. 2.3 auf das Intervall von 1/n bis 1 nor-
mierte Flache G, also das Flachenmal}

1+2G 1
n="h ﬁSGnsl

als Mal3 der absoluten Konzentration unbrauchbar ist, da es die Axiome K4 und K5
nicht erfillt.

Beispiel 6.1:
An einem Markt bieten funf Unternehmen an. Ihre Marktanteile sind:

1) ¢,=06;c,=02; ¢c;=0,1; ¢, = 0,06 und c; = 0,04. Man zeichne die
Konzentrationskurve und berechne die Flache F und K.

2) Der Marktanteil ¢, = 0,04 wird von Unternehmen 2 auf Unternehmen
3 "Ubertragen”.
Man zeichne wieder die Konzentrationskurve und berechne F und K.

3) Angenommen, jedes Unternehmen werde (ausgehend von Situation 1)
in zwei gleich grof3e Unternehmen "dekonzentriert”. Man zeichne
wieder die Konzentrationskurve und berechne F und K.

LOsung 6.1:

1) Ordinatenwerte der Konzentrationskurve: C, = 0,6; C,=0,8; C;=10,9;
C,=0,96 und C;= 1. Fir die Flache erhdt man F, = 1,74 - %2 = 1,24
und fur den Rosenbluth-Index Kg, = 0,40323.
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2) Nach dem Transfer gilt C, = 0,76. Die anderen Werte bleiben unver-
andert. Ferner ist F, = 1,28 und Ky, = 0,390625, die Konzentration
nimmt also ab (wie im Axiom K2 gefordert).

3) Esgiltjetzt: C,=0,3; C,=0,6; C;=0,7;...,Cg = 0,96, Cq = 0,98 und
C,o=1. Schliefdlichist F; = 2,48 = 2F,; und K5 = 0,2016 = ¥2K,.

b) Herfindahl-I ndex

Ein sehr einfaches und das am meisten verbreitete Mal3 der absoluten
Konzentration ist der Herfindahl-Index, auf dessen Eigenschaften hier
kurz eingegangen werden soll.

Def. 6.4: Herfindahl-Index

Die Summe der quadrierten Merkmal santeile g,,d,,...,q,

(69 Ky=Zag? =dq %SKHsl

heif3 Herfindahl-Index oder Konzentrationsmal3d von Herfindahl (Symbol:
statt K, auch einfach H). Man beachte, dass die Daten hier Einzel-
beobachtungen sind. Fir gruppierte und klassierte Daten ist K, gem. Gl.
6.10 zu berechnen.

I nterpretation und Eigenschaften des Herfindahl-1ndex:

1. Der Herfindahl-Index ist ein summarisches Mal3 der (absoluten) Kon-
zentration. Man erkennt auch leicht, dass es auf die Reihenfolge der
Merkmalsanteile (Anteilswerte) g, nicht ankommt und dass man K,
auch als ein mit den Anteilen g; gewogenes arithmetisches Mittel der
Anteile ¢, auffassen kann. Daraus folgt auch, dass das Axiom K1 er-
falltist.

2. Der Herfindahl-Index ist auch in der Form
Ky = Z(x; / 2x)2 = 2(x;,2/ n2 x,”2) darstellbar. Daraus folgt auch der
bekannte Zusammenhang zwischen K, und dem Variations
koeffizienten V

V2+1

(6100 Ky="r

Der Zshler V2+1 charakterisiert die Verteilungsungleichheit und der Nenner mif3t
den Anzahleffekt. Mithin steigt (sinkt) die absolute Konzentration, wenn sich bei
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gegebener relativer Streuung die Anzahl n der Einheiten verringert (vergrofRert). Es
ist auch plausibel von steigender Konzentration im 6konomischen Sinne zu
sprechen, wenn sich die Disparitét erhtht und die Anzahl der Merkmalstrager
kleiner wird. Wie man daran erkennt, hangt die Aussage der absoluten
Konzentration nicht allein von der Anzahl n &b, sondern auch von der
Unterschiedlichkeit der Gréf3e der Einheiten:

So kann z.B. fur n = 2, bei einem Duopol, K, ale Werte zwischen %2 und 1 anneh-
men, je nachdem, welchen Marktanteil q (bzw. p = 1 - q) das erste (bzw. zweite)
Unternehmen hat. Die quadratische Funktion K, = g2 + p? = 1 - 2q(1-q) hat an der
Stellep = g =%ihr Minimum.

3. Fusionen von Einheiten vergrof3ern die absolute Konzentration (aber
nicht notwendig auch die Disparitét), weil sie die Anzahl der Einhei-
ten verringern.

Die konzentrationserhéhende Wirkung des Fusionierens der ersten m < n Einheiten
ist im Falle des Herfindahl-Index leicht zu sehen, da sich Ky, vergréRert wegen:
(qu)2 > quz (j=1,2,...,m). Eine Fusion von jewelils k gleich grof3en Einheiten im
Sinne der Proportionalitétsprobe (Axiom K4) bedeutet im Falle von k=2 einen
Ubergang vom Datenvektor 1: [qg; 0; Gy O .., O] Zum Vektor 2: [2q; 2q, ...
2q,,]. Wie man leicht sieht, gilt Kyy; = 2297 und K4, = 420?, so dass sich Ky, wie
im Axiom K4 gefordert, verdoppelt. Das Axiom ist fir beliebiges k bei Fusionen
und Dekonzentrationen erfillt.

4. Der Herfindahl-Index erflllt auch die Ubrigen Axiome. Ein negativer
Transfer des Betragsd von i zu i+1 (mit den Merkmal sbetrdgen x; und
Xi;1 = X-h) im Sinne des Axioms K3 verringert K,; um den Betrag
2d(h-d)/(Z£x;)2. Entsprechend vergrof3ert sich K, bei einem gleich
grofl3en positiven Transfer. Es gilt aso Axiom K2 (schwache Ver-
schiebungsprobe), nicht aber die starke Verschiebungsprobe. Axiom
K5 ist ganz offensichtlich erflllt, da sich K, durch Nullergénzung
nicht verandert. Mit der im Axiom K3 geforderten Transformation y, =
a+ x; verandert sich der quadrierte V ariationskoeffizient wie folgt

X2V 2 xV
2 X H AND.4
(6.11) VY_(a+7<)2 und damit V = rypu
so dass gilt Vy < Vy, wenna<O0und V, >V,, wenn a> 0, so dass
der Herfindahl-Index auch das Axiom K3 erflllt.

5. Offensichtlich gilt /n < K, < 1, wobel die Grenzen genau in den fir
Konzentrationsmal3e beschriebenen Extremzustdnden angenommen
werden. In diesen Félen ist K, = K; = s, wobei s die Steigung der
Konzentrationskurve ist. Bei egalitarer Verteilung gilt
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(6.12) K, = Z@Z =

Hier lasst sich auch leicht der Anzahleffekt zeigen: Ein Ubergang von n gleich
grof3en Einheiten zu n-1 gleich grofien Einheiten bedeutet (analog zu Gl. 6.13) eine

VergroRerung von Ky = Un zu K} =1/(n-1).

6. Weitere Hinweise:

a) Ky nimmt in der Regel recht niedrige Werte an. Die amerikanischen
Fusionsricht-linien stellten friiher (1968) auf die concentration ratios bezogen auf
die vier groften Unternehmen (also die Grofe C,) ab, neuerdings auf den
Herfindahl-Index

US-Fusionsrichtlinien
Konzentrationsgrad 1968 1982
niedrig C,<05 Ky<0,1
mittelhoch 05<C,<0,7 0,1<K,<0,18
hoch C,>0,7 Ky>0,18

Man kann zeigen, dass die angegebenen Wertebereiche sich in etwa entsprechen.
Der Herfindahl-Index, aber auch die concentration ratios (oder "kritische
Konzentrationskurven") werden auch zur Messung der Wettbewerbsintensitét
benutzt. So gilt z.B. nach 822 GWB als kritische Konzentration: C; > 1/3, C5>
/2undCg>2/3.

b) Das Konzept des Herfindahl-Index 13t sich verallgemeinern zu

(6.13) K, = g)V@D (a>0)

Esgilt K=K, Strebt a. gegen 1 so geht K in den Exponentialindex Gber (vgl.
Def. 6.5), wéchst o. tber alle Grenzen ("gegen unendlich"), so strebt K gegen
C,;, denn mit zunehmendem o wird den groReren Einheiten ein immer grof3eres
Gewicht verliehen. Es gilt die Mittelwertungleichung Ky=1/n<K; =E<K, =

Ky<K,=C;
Beispiel 6.2:

Man berechne den Herfindahl-Index fir Beispiel 6.1.

L6sung 6.2:

Ky, = 0,62+ 0,22+ 0,12 + 0,062 + 0,042 = 0,4152,

Ky, = 0,62+ 0,162 + 0,142 + 0,062 + 0,042 =0,4104 und

Kys = 2(0,3)2 + 2(0,1)2 + 2(0,05)2 + 2(0,03)2 + 2(0,02)2 = 0,2076 = K4, /2.
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c) Exponentialindex und Entropie

Die folgenden beiden Konzentrationsmal3e werden nur kurz eingefihrt.
Die Eigenschaften der Mal3e werden nicht im einzelnen diskutiert.

Def. 6.5: Exponentialindex

(6.14) E=q™.q2..q"=TIg"  mit %< E<1  (i=1,2,...n)

Der Exponentialindex E ist ein mit den Anteilen ¢, gewogenes geometri-
sches Mittel der Anteile ;.. Daraus folgt E < K, da K, ein entsprechendes
arithmetisches Mittel ist. Offensichtlich ist Id(E) = - K¢ (Kg = Entropie,
vgl. Def. 6.6).

Def. 6.6: Entropie

Die analog dem Streuungsmal3 definierte Entropie lautet bei der Konzen-
trationsmessung:

(6.15) K= Zq‘ |d(qii) =-Yqld)  (Entropie)

Haufig werden auch die von Theil vorgeschlagenen Mal%e der Redundanz herangezogen,
weil K¢ eher as Dekonzentrationmsmal? angesehen werden kann (Kg sinkt [steigt] mit
zunehmender [abnehmender] absoluter Konzentration). Es gilt:

(6.16a) Ky =I1d(n)-Kg (absolute Redundanz)
(6.16b) Ki= ﬁ—) (relative Redundanz)

Hierbei ist Id(x) der logarithmus dualis (Logarithmus zur Basis 2) der
Grole x. Esgilt Idx = logx/log2 = 3,32193l0gx.

Bemerkungen zur Entropie (Def.6.6)

1. Kg (und entsprechend auch K; und K;*) héngen alein von den
Grolen g ab, sie efillen aso Axiom K1. Bel vollstandiger
Konzentration ist also K¢ = -1:ld(1) = O [statt 1] und bei egalitérer
Verteilung gilt dem-nach K¢ = -X(1/n)ld(/n) = ld(n) [statt 1/n],
weshalb auch anstelle von K¢ die Groe K;5, eine
Lineartransformation von K, als Konzentrationsmald vorgeschlagen
wird. Man kann Kg - wie gesagt - auch eher als
Dekonzentrationmsmal verstehen, wie die folgende Uberlegung zeigt:
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Ausgehend von der egalitéren Verteilung steigt Kz wenn Egalitét zwischen n+m
statt n Einheiten besteht (n,m>0), denn Id(n+m) > Id(n). Aus diesem Grunde erfillt
K auch nicht Axiom K4. Es st aber offensichtlich, dass K5 erfillt ist weil sich K¢
(anders als K1 und K+1,") nicht durch Nullerganzung verandert.

2. Bemerkenswerte Vorziige der Entropie sind ihre einfache Verallge-
meinerungsfahigkeit auf zwel und mehr Konzentrationsmerkmale und
ihre ginstigen Aggregationseigenschaften. Was letztere betrifft, so
konnen diese leicht an dem folgendem Beispiel (der Zusammenhang
kann natUrlich verallgemeinert werden; vgl. auch Beispiel 6.3) de-
monstriert werden:

Angenommen die Einheiten (Unternehmen) 1 und 2 fusionieren und
ebenso die Einheiten 3 und 4, so erhdlt man ausgehend von der "alten”
Entropie

1 1 1 1
(6.178) K@= qlld(q—l) +q,l d(q—z) + gl d(q—3)+ 0l d(q—)

die "neue" Entropie

1 1
(6.17b) K@= (Q1+CI2)Id(q1+q2j * (qf%*q‘*)'d(qsw '

Zwischen K und K2 besteht folgender Zusammenhang

(6.17c) K@ =K@ +K® (Additionstheorem der Entropie),

wobei K wie folgt definiert ist

(6.17d) K@ = (q,+qy) {q 0 0{% } R ‘{q1+q7}

+ (Qs+ay) {q +q4|C{Qq qA} q3+q4lc{ }

Die Ausdriicke innerhalb der duRReren Klammern stellen die Konzentrationen inner-
halb der neuen durch Fusion (von jeweils zwei Einheiten) entstandenen Gesamtun-

ternehmen dar. Somit kann K(é’) as"interne" Konzentration bezeichnet werden.

Sind die fusionierten Unternehmen gleich grof3 (wenn aso z.B. gilt g; = g, und
entsprechend o5 = g, so sind die Ausdriicke innerhalb der inneren Klammern [d(2) =

1 und mithin K = 1d(2)=1 und entsprechend gilt bei der Fusion von jeweilsk Un-
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ternehmen, die gleich grof3 sind K(g) = |d (m), so dass die Entropie durch die Fusion

von K(|15) auf K(|25) um K(;) = ld(k) sinkt. Das bedeutet, dass (wie bereits gesagt) die
Entropie das Axiom K4 (Proportionalitétsprobe) nicht erflllt: wird jede Einheit in k
gleich grof3e Einheiten aufgeteilt, so erhoht sich Kz umld (k) - statt sich zu verrin-

gern - (vgl. auch Beispiel 6.3). Axiom K4 wiirde dagegen bei Dekonzentration K* =
Kik statt K = K@ + 1d (k) und bei Fusion K* = kK statt k(&= K —1d (k) verlan-

gen.

Das Additionstheorem (Gl. 6.17c) ist danach (analog einer Varianz-
zerlegung) wie folgt zu lesen

(6.17c) Gesamtentropie = externe Entropie + interne Entropie

() - @) ©)
K E - K E + K E

Beispiel 6.3
d Drei Unternehmen teilen sich einen Markt. Ihre Marktanteile sind g, = 1/2, g, = 1/3,
03 = 1/6. Man berechne die Entropie.

b) Berechnen Sie die Entropie, wenn sich die drei Unternehmen des Teilsain jeweils
o ZWei e dre
gleich grofRe Unternehmen aufspalten.

¢) Man berechne die Entropie sowie die absolute und relative Redundanz fir die
folgenden Konzentrationszustande (Vektoren der Marktanteile) Q, =[0,30,7] und
Qg =[0,150,150,35 0,35].

Losung 6.3:
8 Kg=145915

b) bei zwei: Kg = 1,45915 + 1d(2) = 1,45915 + 1 = 2,45915
bei drei: Kg = 1,45915 + |d(3) = 1,45915 + 1,58496 = 3,04411.
(fur die relative Redundanz erhédt man aber: K" = K{/ld4 = K{/2 =
0,11871/2 = 0,05936 [wie es Axiom K4 fordert]).

c) bei Qa: Kg=0,88129, Ky =1-0,88129=0,11871 =K,
bei Qg Kg=1,88129, Ky =2-1,88129=0,11871
(also unverandert, wie es eigentlich von einem Disparitétsmal3, nicht aber von einem
Konzentrationsmal3, gefordert wird.)
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4. Messung der relativen Konzentration (Disparitét)
a) Lorenzkurve und Gini-K oeffizient

aa) Berechnung bel Einzelbeobachtungen

Bel der Berechnung des Gini-Koeffizienten ist es niitzlich zu unterscheiden, ob der
Berechnung Einzelbeobachtungen oder eine klassierte Verteilung zugrunde liegen. Es
soll deshalb zunachst der Fall geordneter Einzelbeobachtungen betrachtet werden.

1. Definition bei Einzel beobachtungen

Wie bel der Konzentrationsmessung gibt es auch bel der Disparitétsmes-
sung eine graphische Darstellung und eine summarische Mal3zahl (vgl.
Ubers. 6.1). Bei der Konzentrationsmessung wird grundsétzlich von Ein-
zelbeobachtungen ausgegangen, wahrend fir die Disparitétsmessung auch
die klassierte Verteilung und als theoretisches Modell die stetige
Vertellung (vgl. Abschn. 6b dieses Kapitels) von Interesse ist.

Def. 6.7: Lorenzkurve und Gini-K oeffizient bel Einzelbeobachtungen

a) Lorenzkurve

Wird der Merkmalsanteil des i-ten Merkmalstrégers bei einer Ordnung
nach zunehmender Groike

Xoy X N
(6.18) q :5%:5? (i,j =1,2,...n)
1

genannt (vgl. Def. 6.3), dann ist

(619 Q=g (=12,

der kumulierte Anteil der i kleinsten Merkmalstrager am Merkmal sbetrag.
Die lineare Verbindung der Punkte P,(H;,Q,) mit den kumulierten relativen
Haufigkeiten H; und den kumulierten Anteilen Q; im H-Q-Kordina-
tensystem heifét Lorenzkurve (H, = Q, = O und H, = Q, = 1). Fir die H;
gilt im Fall von Einzelbeobachtungen:

|

1 n-

b) Gini-Koeffizient
Die GrolRe
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n

(6.20) Dg = Zz":'l q (0<Dg<1 %)

i=1

hei 3t Disparitétskoeffizient von Gini (oder einfach Gini-K oeffizient).

2. EinfUhrendes Beispid fir die L orenzkurve

Beispiel 6.4:
In einer islamischen Familie mit 4 Kindern sind 2 mannlich und 2 weib-

lich. Das an die Kinder zu vererbende Vermégen von 1200 Dinare soll
getreu nach den Regeln des K orans vermacht werden:

"Und wenn die Geschwister Manner und Frauen sind, so soll
ein Mann so viel erhalten wie zwei Frauen” (Sure 4, Vers 175)

Man bestimme die sich bel Befolgung des islamischen Erbrechts erge-
bende Lorenzkurve und den Gini-K oeffizienten!

L6sung 6.4:

Die beiden Tochter bekommen jewells 200 (zusammen 400) und die bei-
den Sthne jeweils 400 (zusammen also 800) Dinare.

Die Anteile sind h; = h, = hy;=h, = 1/4 (wobei 1 und 2 die beiden Tdchter
und 3 und 4 die beiden S6hne symbolisieren) und q,=0,=1/6 (so dass Q, =
g, + 0,= U3) fernerist ;= q,= /3 so dass g; + q, = 2/3. Man sieht leicht,
dassDg= U6 ist.

3. Bemerkungen zur Lorenzkurve

1. Die Reihenfolge der Messwerte (nach zunehmenden Anteilen g) ist
wesentlich.

2. Die GrofRen H; und Q, sind nicht unabhangig voneinander. Vielmehr
giltwegen Q = X ¢ (mit j=12,...i) und ¢ =X;/ nx = hy(X;,/X), s0
dass zwischen den Anteilen ¢; und h; folgender Zusammenhang be-
steht:

: X,
(6.21) % =0

Der Bruch g / hy ist die Steigung der Lorenzkurve, die somit proportional ist zu ;)
(denn 1/X ist eine Konstante): vgl. Bem. 6.
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3. DieLorenzkurve stellt den funktionalen Zusammenhang zwischen den
kumulierten Anteilen am Merkmalsbetrag Q, und den kumulierten re-
lativen Haufigkeiten H; dar. Es gilt

| Q =L(Hp. |

Die Funktion L heif3 Lorenzkurve.

4. Uber die Extremfélle der Disparitét 18Rt sich hinsichtlich der Gestalt
von L folgendes aussagen (Abb. 6.6).

a) Bei egalitérer Verteilung ist die Funktion L eine Gerade (die 45-
Grad-Linie). Es gilt wegen g, = In fur allei=1,2,...,n die Gleichung
Q.=H,. Die Lorenzkurve ist dann mit der Geraden zwischen den
Punkten P,(0,0) und P,(1,1), der Gleichverteilungsgeraden, iden-
tisch (Abb. 6.6, links).

b) Bei vollkommener Ungleichheit ist die Lorenzkurve aus der Strecke
von Py(0,0) bis P, ,(n-1/n,0) und dem Punkt P,(1,1) zusammenge-
setzt (Abb. 6.6, Mitte).

c) In alen realistischen Féllen liegt die Lorenzkurve zwischen diesen
beiden Extremfdllen, als konvexer Polygonzug unterhalb der
Gleichverteilungsgeraden (Abb. 6.6, rechts).

Abb. 6.6: Lorenzkurve und extreme Falle von Disparitét
Q Q Q

H B H
1 1 1

5. Man kann zeigen, dass die Flache zwischen der Lorenzkurve und der
Gleichverteilungsgeraden, die auch Konzentrationsflache? genannt
wird

2i-n-1
F = Z 2n qi

2 Der Begriff ist aber auch ublich fur die Flache oberhalb der Konzentrationskurve
(val. Gl. 6.7).
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betragt.

Daraus folgt, dass der Gini-Koeffizient das Verhatnis zwischen F und
der Dreiecksflache unterhalb der Gleichverteilungsgeraden ist (diese
Dreiecksflache betragt ¥%), d.h. es gilt

F
(622) Dg=3;=2F .

Bei egalitarer Verteilung ist F=0 und somit auch Ds=0; Bei voll-
kommener Ungleichheit ist F = %2 - ¥2(1/n) und somit Dg=(n-1)/n. Es
gilt fir Dg aso dieim Axiom K6 geforderte Einschrankung.

6. Die Steigung der Lorenzkurve zwischen den Punkten P,_;(H,.;, Q.,)
und P,(H,,Q,) betragt wegen GI. 6.21

(6.23) % = &nljn_nx = %‘ (Steigung der Lorenzkurve)

Die Steigung der Lorenzkurve ist also nichtnegativ und von 0O bis un-
endlich monoton steigend, d.h. sie nimmt mit zunehmendem x und H
Zu.

Daraus folgt unmittelbar:

e Die Steigung erreicht den Wert 1, d.h. die Lorenzkurve verlauft
parallel zur Gleichverteilungsgeraden, wenn X, = x,”, d.h. wenn das
Einkommen (der Merkmalsbetrag) der i-ten Einheit gleich dem
Durchschnittseinkommen ist.

e Die Lorenzkurve verlauft also zunéachst flacher (bei Beziehern un-
terdurchschnittlicher Einkommen), dann ab x;, = X,” steiler as die
Gleichverteilungsgerade (bel Beziehern tberdurchschnittlicher Ein-
kommen).

e Weil die Steigung der Lorenzkurve nicht abnehmen kann, kann die
Lorenzkurve die Gleichverteilungsgerade nicht schneiden; das folgt
auch aus H; > Q, ,(H; = Q, gilt auler bei egalitarer Verteilung nur
fUr i=0 und i=n), denn

wobei X, der mittlere Merkmalsbetrag der ersten i Merkmalstrager
ist (nicht zu verwechseln mit x;,, dem Merkmalsbetrag der i-ten
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Einheit), der wegen der Relthenfolge der Merkmalstrager notwendig
stets kleiner ist als der Mittelwert x, der sich auf ale n Merkmals-
trager bezieht.

Da X < X, istdie Steigung der Strecke PyP; mit Q;/ H; =X; /X kleiner alsdie
Steigung der Tangente im Punkt P, der Lorenzkurve, dieq; / h; = Xy / X betragt.

7. Zwischen dem Gini-Koeffizienten D5 und dem Rosenbluth-Index K
besteht folgender Zusammenhang

1 :
(6.25) Dg=1- Ko und somit Kg =
R

1
n(1-Dg)

Dabei ist zu beachten, dass die Reihung der Merkmalstrager bei der
Konzentrationsmessung nach abnehmender und bel der Disparitéts-
messung nach zunehmender Grof3e erfolgt.

8. Eine Lineartransformation der Merkmalswerte mit y,=at+bx; wirkt auf
die Merkmalsanteile wie folgt (q;," ist ein gewogenes Mittel aus g; und
dem Wert i/n der Winkelhalbierenden [egalitare Verteilung]),

o)

in Analogie zu Gl. 6.8, d.h. bei ab >0 gilt g < g; < i/n (Mittel-
werteigenschaft), so dass man fir das Disparitdtsmald von Gini erhalt

(6.26) Dg = (b—X)DG :
y

Bei proportionaler Transformation (Axiom K1) gilt a= 0 und wegeny

= bx auch D¢ = Dg. Bei einer Niveaudnderung im Sinne des Axioms

K3 gilt b=1 und folglich

(6.263)

DG a+X' DG

s0 dass offensichtlich die Axiome K1 und K3 erfiillt sind. Be a> 0
und b=1 riickt die Lorenzkurve in alen Punkten im Intervall O<H < 1
ndher an die Gleichverteilungsgerade heran.

Bel der Verschiebungsprobe (Axiom K2) gilt bel einem Transfer von i zu j mit X(j)
< x(,) fur die kumulierten Anteile

QJ QJ + qd Und Ql Q|
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mit gy = d/nX, sodassdie Lorenzkurveim Intervall H;; < H < H; naher an
die Gleichverteilungsgerade heranriickt, wie es Axiom K2 bei einem negativen
(egalisierenden) Transfer fordert.

10. Esist leicht zu sehen, dass die Proportionalitétsprobe (Axiom K4) und die Ergan-
zungsprobe (Axiom K5) ebenfalls erfillt sind. Die Zusammenhange seien am Bei-
spiel 6.5 demonstriert, gelten aber allgemein.

11. Ginis Disparitdtsmal3 steht auch im Zusammenhang mit Parametern der Pareto- Ver-

teilung und der logarithmischen Normalverteilung, worauf jedoch aus Platzgriinden
nicht eingegangen werden kann.

12. Man kann D auch als einen speziellen Variationskoeffizienten auffas-
sen. Zwischen Dg und Ginis "mittlere Differenz" S,

1 ,
Se+ = 12 2 2% - X | ik=12..,n,

einem Steuungsmal’ (vgl. Def. 5.5), besteht der folgende Zusammen-
hang:

(6.27) Dg= §2C; .
Daraus folgt tbrigens auch, dass man D darstellen kann als
(6.278) Dg= Elgz‘n—q“‘l ik=1,.n.

13. Andog zu Gl. 6.27 gewinnt man auch ein Dispersionsmall mit der
durchschnittlichen Abweichung umX (d; gem. Def. 5.3) als

. _d
(6270) ¢ =%

das als Schutz-K oeffizient oder maximaler Nivellierungssatz (oder langste Lorenz-
kurvensehne) bekannt ist (vgl. Def. 6.13) und nach Gl. 6.44 nicht grofer sein kann
asder Gini-Koeffizient D

14. Es ist offensichtlich, dass (unendlich viele) verschiedene
Lorenzkurven trotz unterschiedlichen Verlaufs zum gleichen
Flachenverhdtnis Dg fuhren kdnnen, so dass das Mal3 D also einen
Disparitatszustand nicht eindeutig abbildet.

15. Esist bemerkenswert, dass Gini sein Disparitétsmald D urspriinglich ohne Bezug-
nahme auf die Lorenzkurve entwickelte. Erst spater erkannte er die Flacheninterpre-
tation von Dg (Vgl. Bem. 5):
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Dierelativen Absténde

H. -52
R = H.
|

zwischen der Lorenzkurve und Gleichverteilungsgeraden galten fur Gini als Aus-
druck der Disparitét. Man kann zeigen, dass die GroRe L*, ein mit den kumulierten
relativen Haufigkeiten H; gewogenes arithmetisches Mittel der Grofen R,

L* —ZR,SH J—'—QH < (i= .,N)

gegen den Disparitatskoeffizienten D strebt, d.h. dass gilt
De=lim L' (i=12..n).

Aus diesem Grunde ist auch die GrofRe L* = X(H;-Q,)/ZH; bei hinreichend groRer
Anzahl n von Merkmalstrégern (oder von Klassen) néherungsweise der Gini-K oeffi-
zZient.

Beispiel 6.5:

Ausgangspunkt sei eine Verteilung mit ¢, < g, < gz und h; = 1/3 (i=1,2,3). Die Aufspal-
tung jeder Einheit in zwei gleich grof3e Einheiten bewirkt, dass die neue Lorenzkurve die
folgenden Punkte verbindet:

P1(0,0), Po(1/6,Y20y), P3(1/3,01), Py(Y20y+Y,), Ps(2/3,0;+0p), Pe(5/6,0;+0,17203) und
P,(1,1).

Die Punkte Py Ps Psund P, sind identisch mit der bisherigen Lorenzkurve. Die
Punkte P,, P, und P liegen jeweils auf der linearen Verbindung zwischen Py und Py
usw. Die Lorenzkurve (und damit auch D) bleibt also unveréndert.

Eine Nullergénzung durch 3 Nulltréger auf der Basis der obigen Ausgangssituation be-
wirkt dagegen, dass die neue Lorenzkurve zwischen 0 < H <% den Wert Q=0 annimmt
(vgl. Abb. 6.7).
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Abb. 6.7: Lorenzkurve bei Nullerganzung von n=3

Einheiten
Q1
10,5
0 05 1H

Das Gleichheitsmal3 1-Dg = G betrug vor der Nullergénzung

G, = 1/3(5q; + 30, + g3) und nach der Nullergénzung

G, =1/6 (5q; + 30, + 0a).

Es hat sich aso halbiert wie es Axiom 5a bei k=2 also einer Erganzung um m = n(k-1) =
3(2-1) = 3 Nulltragern verlangt.

bb) Berechnung bei gruppierten und klassierten Daten

Gegeben seien m Auspragungen des Konzentrationsmerkmals bzw. m
Klassen, so dass mit h; die relativen Haufigkeiten und g; die Anteile am
Gesamtmerkmalsbetrag definiert sind (i = 1,...,m). Die kumulierten An-
teile sind wieder H; = Zh, und Q = Zq; (j=1,...,i).

Nach der Definition des Gini-K oeffizienten folgen zunachst einige weitere
Bemerkungen zu den Eigenschaften der Lorenzkurve und dann zwei ein-
fuhrende Beispiele (Bsp. 6.6 und 6.7).

Def. 6.8: L orenzkurve und Gini-K oeffizient bei klassierten Daten

a) Die lineare Verbindung der Punkte P,(H;,Q,) (i=0,1,...,m) mit P,(0,0)
und P.,(1,1) heif3 Lorenzkurve.

b) Der Gini-Koeffizient Dy ist gegeben mit

(6.28) Dg=1-Zh(Q+Q;,) oder (6.288) Dg=2Zq(H+H, ;) -1

Diese Gleichungen gelten zun&chst nur bei gruppierten Daten. Fur die
Berticksichtigung der Disparitdt innerhalb der Klassen bel klassierten
Daten vgl. Bem. 4.
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Bemerkungen zu Def. 6.8:

1

2.

Die Bemerkungen im Abschnitt aa) gelten analog auch hier.

In Gl. 6.28 und 6.28a ist i=1 der Wert H, ; = H,; = H, = 0 und ent-
sprechend Q, = 0 einzusetzen. Setzt man in GI.6.28a fur H; den Wert
i/n und entsprechend fur H,_; den Wert (i-1)/n ein, wie dies dem Fall
der Einzelbeobachtungen entspricht, so folgt Gl. 6.20 aus Gl. 6.28a.

Wenn zwei und mehr aneinander angrenzende Grof3enklassen zusam-
mengefaldt werden, etwa die Klassen i und i+1, so verléuft die "neue"
Lorenzkurve flacher (ndher an der Gleichverteilungsgeraden). Wah-
rend sie vorher die Punkte P_;, P, und P, linear verband, stellt die
Lorenzkurve jetzt eine Verbindung der Punkte P_, und P, dar (vgl.
Beispiel 6.7). Man kann leicht zeigen, dass sich die Flache zwischen
Lorenzkurve und Gleichverteilungsgerade dadurch verringert, und
zwar um den Betrag ¥2(h,}., - h;,,0;), SO dass gilt:

D¢ verringert sich um (hg;,,-h;,;0) wenn die Grolzenklassen i und i+1
zusammengefaldt werden.

Der Ausdruck ha;,, - h;,,0; ist Ubrigens deshalb nichtnegativ, weil die
Steigung der Lorenzkurve monoton zunimmt, d.h. well gilt
i1 /hisy 2 o/hy.

Fir Ginis Dispersionsmal3 existiert eine Zerlegung nach Art der Streu-
ungszerlegung

(6.29) Dg = [1 - zhi(Qi+Qi-l)] * {th% D(ch

wobei D“G) die Disparitét innerhalb der i-ten Klasse darstellt, der ge-

samte Ausdruck in der zweiten eckigen Klammer also die interne Dis-
paritét ist (und die erste eckige Klammer die bisher allein betrachtete
externe Disparitét nach Gini).

Wegen des unter Nr. 3 dargestellten Zusammenhangs wird bei Aggregation
(Zusammenlegung) von GrofRenklassen die Disparitét abnehmen und bei Disaggre-
gation (Aufspaltung) entsprechend zunehmen. Jede empirische, als Polgonzug
dargestellte Lorenzkurve kann nur eine Naherung fur die im Abschn. 6 definierten,
und den Daten "eigentlich" zugrundeliegenden stetige Lorenzkurve sein. Ein
Vergleich von Disparitdten (z.B. der Einkommensverteilungen von zwei Landern)
sollte deshalb nur bei gleich vielen GrofRenklassen erfolgen.
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6. Aus Gl. 6.28 entwickelt sich leicht eine Formel fur den Speziafall,
dass die Verteilung (z.B. die Einkommensverteilung) nur aus zwei
Merkmal sauspragungen x, > x, besteht:

Einkommen relative Antell am Gesamtmerk- Merkmal shetrag
Haufigkeit mal shetrag
gering h q X1
grof3 1-h 1-q Xo

Die Lorenzkurve hat dann nur drei Punkte P,(0,0), P,(h,q) und P,(1,1)
und Ginis Dispersionsmal} ist dann der senkrechte Abstand zwischen
dem Punkt P,(h,q) und der Gleichverteilungsgeraden, aso die Strecke
von P;(h,q) bis P;(h,h).

1(6.280) Dg=h-q. |

Diese Formel zeigt erneut, dass unterschiedliche Disparitétszusténde zu gleichen
Werten des Gini-Koeffizienten D¢ fuhren kénnen (eine haufig vorgebrachte Kritik
an Dg): Haben z.B. in einem Land die 30% &msten Familien einen Anteil am Ver-
madgen von nur 5% so ist die Vermogenskonzentration (genauer: Vermdgensdispari-
tét) genau so grofd wie in einem anderen Land, in dem die 40% armsten Familien
einen Anteil von 15% haben, denn D¢ = 0,3-0,05 = 0,4-0,15 = 0,25.

Weiter kann man zeigen, dass in dieser Situation fir den Variationskoeffizienten gilt

__Dg
(6280 V=gt <2Dg

Fur die durchschnittliche Abweichung um X erh@lt man schlief3lich
d = 2(xz - X)(1 - ),
so dass der Schutz-K oeffizient ¢" gem. GI. 6.27b dann

d,” . 2x(1-h) 2xX(1-h)
=1 _ — 2 — —
(6.28d) 2% - 0" = "~ 2x —had=Dg

ist (dax,/X=1-q).

Beispiel 6.6:

Urmenschenproblem: 150 Angehdrige eines primitiven Volksstammes
(150 "Urmenschen") gehen auf die Jagd nach Federvieh. Ihre Beute be-
tragt 300 Wildganse. Durch das an sich nur bei primitiven Voélkern be-
kannte Gerangel um Geld, Gut und Prestige entstand eine etwas ungleiche
Verteilung der Beute. Durch Eingreifen des Hauptlings konnte jedoch
noch verhindert werden, dass jemand leer ausging. Es bekamen jeweils n,
Personen x; Ganse:
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Man zeichne die Lorenzkurve und berechne das Disparitétsmal? Dg von
Gini. Wie sdhe die Lorenzkurve aus, wenn jeder von der Beute gleichviel
bekommen hatte?

Ldsung 6.6:

Es sind 300 Ganse auf 150 "Urmenschen” zu verteilen; bei Gleichvertei-
lung gilt also X = 300/150 = 2 Génse fir jeden. Es gibt aso
"Unterprivilegierte" mit nur x = 1 Gans und "Uberprivilegierte" mit x = 3
oder gar X = 4 Gansen. Fur die Anteile h; an den n = Zn, = 150 Ur-
menschen und die Anteile g; an den X x; n, = 300 Génsen gilt dann:

X; 1 2 3 4 z
A Urmenschen n, 60 45 30 15| 150
B Ganse Xin, 60 90 90 60| 300
Anteilean |h=n,/Z n; 04 03 02 01| 10
A H, =X h (i) 04 07 09 1
Anteilean |qg =xn/Z xn, 02 03 03 02 10
B Q =X2q (j<i) 02 05 08 1

Anteilean A = Anteile an den Urmenschen (an den Merkmal strégern)
Anteile an B = Anteile an den Wildgansen (an den Merkmalssumme).

Wie man sieht gilt Q, < H;, was ja gerade die "Ungleichverteilung”" aus-
macht, denn die H; = 40% &rmsten Urmenschen haben nicht einen Antell
von 40%, sondern von weniger, namlich nur 20% (denn Q, = 0,2) an der
Beute. Entsprechend haben die 70% armsten nicht einen Anteil von 70%,
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sondern nur von 50% usw. Die Lorenzkurve dieses Beispiels ist in der
ADbb.6.8 dargestellt.
Fur Ginis Koeffizient erh&lt man in diesem Beispiel Dg = 0,27.

Abb.6.8: Lorenzkurve fur das Beispiel 6.6

9

Beispiel 6.7:

Aus der Vermoégenssteuerstatistik 1983 (Statistisches Jahrbuch der Bun-
desrepublik Deutschland 1989, S.451) erhdt man folgende (stark zusam-
mengefaldte) Daten zur Schichtung des Gesamtvermdgens von unbe-
schrankt vermogenssteuerpflichtigen nattirlichen Personen:

Gesamtvermadgen h g H, Q,
unter 200000 02417 10,0481 | 02417 |0,0481
200 - 500000 04458 |0,2011 | 06875 |0,2492

0,5- 1 Mill 0,1898 |0,1815 0,8773 0,4307
1-5Mill 0,1088 10,2813 0,9860 |0,7200
5- 20 Mill 0,0119 [0,1460 0,9980 10,8580
tber 20 Mill 0,0020 10,1420 10 1,0

a) Zeichnen Sie die Lorenzkurve und berechnen Sie den Gini- und den
Herfindahl-Koeffizienten D und K.

b) Wie andert sich die Lorenzkurve und wie andern sich und Dg und K,
wenn man die ersten beiden Grofienklassen zusammenfalit?

Losung 6.7:
a) Dg=0,5512 und K, = 0,3998.
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b) DieLorenzkurve hat statt 7 Punkte (einschliefdich P,(0,0) und P,(1,1))
jetzt nur noch 6 Punkte, da die Verteilung nun nur noch 5 Gréfen-
klassen hat. Die bisherigen Punkte P, und P, werden linear verbunden.
Gini- und Herfindahl-Index nehmen entsprechend ab: es gilt jetzt Dg
=0,5241 und K, = 0,4191.

Abb. 6.9: Lorenzkurve fir Beispiel 6.7
Q

1

+0,5

b) Der Variationskoeffizient als Disparitatsmald

Der bereits als Mal’ der relativen Streuung eingefihrte Variationskoeffizi-
ent V = g/x gilt auch als Mal3 der Disparitét. Neben dem V ariationskoeff-
zienten V wird auch das normierte Quadrat des Variationskoeffzienten als
Disparitdtsmal3 benutzt.

Def. 6.9: normiertes Quadr at des Variationskoeffizienten

v 1
1+V2 ™ K,

(6.30) NV =

I nterpretation und Eigenschaften

1. Fir V gilt die folgende Beziehung zum Konzentrationsmal3 von Her-
findahl :

[(6.31) V2= nsq@-1= nK,-1 |

bei Einzelbeobachtungen und
(6.318) V,+ 1=K, /X
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bei gruppierten Daten, wobei K, das arithmetische Mittel der Mo-
mentverteilung (vgl. auch Abschn. 6a, Gl. 6.35) ist. Mit h; = 1/n und g
= X; / nx erhélt man Gl. 6.31 aus Gl. 6.31a.

Fir V gilt bei den Extremsituationen der Disparitat

e egalitare Vertellung V2= nZ(/n)2-1=0 und NV =0
¢ vollkommene Ungleichheit V2=n-1 und NV =1-1/n.

NV ist aso nur der auf den Wertebereich von 0 bis (n-1)/n eines Dis-
paritétsmal®es normierter Variationskoeffizient und hat ansonsten die
gleichen Eigenschaften wie V.

2. Man kannV nach Gl. 6.31, bzw. NV allein in Abhéngigkeit von n und
den Merkmalsanteilen g, darstellen, so dass Axiom K1 erfillt ist.
Beide Mal3e erfillen auch K2.

3. Offensichtlich ist auch das Axiom K3 erflllt, denn bei der Linear-
transformation y; = a+ x; gilt

X

(6.32) V, =7z

vV, ,

sodassV, <V, wenna>0undV, >V, wenna<0.

4. NV erfillt auch K4 und K5. Die Disparitét, gemessen an V (und NV) steigt bei
Nullergénzung (Hinzukommen von Nulltrdgern) aber nicht in dem in Axiom K5a
geforderten Ausmal.

c) Disparitét und verwandte K onzepte

1. Disparitat und relative Streuung

Die Verwendung des Variationskoeffizienten V als Disparitdtsmald oder
der Grof3e ¥2Ss. / X (vgl. Gl. 6.27) bzw. d; / 2x (vgl. Gl. 6.27b) als Dis-
paritétsmald wirft die Frage nach dem Unterschied der beiden Konzepte
"Disparitét” und "relative Streuung” auf.

Es gibt Uberschneidungen zwischen beiden Malzahlenklassen in dem
Sinne, dass Mal3zahlen moglich sind, die ganz oder zum grofdten Teil die
Axiome beider Klassen erflllen (abgesehen von dem Wertebereich, also
Axiom K6 sowie von dem Axiom K5a). Das bedeutet jedoch nicht, dass
die Forderungen, die an die jeweilige Klasse von Mal3zahlen gestellt wer-
den, auf das gleiche hinauslaufen.
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So wére beispielsweise das Verhaltnis von Spannweite und Median ein brauchbares Mal3
der relativen Streuung. Es sei SM genannt. Offenbar erflllt SM auch das Axiom S2
(Vergréfierung der Streuung bel Hinzutreten eines Wertes, der grof3er (kleiner) als der
bisher grofdte (kleinste) Wert ist, das im besonderen Male den Gedanken der Streuung
wiedergibt. Ahnlich eng verbunden mit der anschaulichen Vorstellung ist im Falle der
"Digparitat" das Axiom K2 (Transfer), das jedoch von SM nicht erflllt sein muss. Ein
Transfer im Sinne von Axiom K2 wirkt sich auch meist nicht aus auf die mittlere Abwei-
chung, die gleichwohl Grundlage eines sinnvollen Maf3es der Streuung sein kann.

2. Disparitat und Schiefe

Im Sprachgebrauch von Politik und Wirtschaft wird Disparitét
("Ungleichheit") auch haufig im Sinne einer linkssteilen Verteilung ge-
braucht: die groRe Mehrheit verdient wenig und einige wenige
"Besserverdienende” verdienen vergleichsweise viel. Schiefe und Dispari-
téat sind zwei Aspekte einer Haufigkeitsverteilung die durchaus Gemein-
samkeiten haben, ndmlich

1. beide sind invariant gegentiber proportionalen Transformationen, d.h.
sie erfiillen das Axiom K1 und

2. beide sind unabhéngig von der Anzahl der Merkmalstréager in dem
Sinne wie dies bei der Proportionalitétsprobe (Axiom K4) postuliert
wird.

Es gibt jedoch bedeutende Unter schiede:

1. Besonders auffalend ist, dass die Schiefe als Gestaltparameter not-
wendig  verschiebungsinvariant ist, dh. dass se auf
Niveauanderungen nicht reagiert und somit Axiom K3 nicht erfullt.

2. Nicht in gleicher Weise unmittelbar einsichtig ist, dass die Schiefe
nicht Axiom K2 erfillt, also beispielsweise sich bei einem negativen
(egaisierenden) Transfer nicht notwendig verringert.

3. Bei einer Nullergdnzung im Sinne des Axioms K5 soll ein Dispari-
tétsmal3 zunehmen, die Schiefe kann jedoch auch abnehmen.

Die Punkte 2 und 3 seien kurz an Beispielen veranschaulicht:

Zu 2:

Durch einen Transfer des Betragsd voni auf j (X > Xg ) im Sinne des
Axioms K2 verringert sich stets die Varianz von s? auf s mit

) 2d
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und damit auch die Standardabweichung. Anders verhdt es sich jedoch
mit dem dritten zentralen Moment z;, das zwar abnehmen kann, mogli-
cherweise aber in einem geringeren Male als die dritte Potenz der Stan-
dardabwei chung, so dass sich die Schiefe erhoht.

Als Beispiel sai die folgende linkssteile Ausgangsverteilung gewahlt: X1y = 100 Xp) =
200 und X5 = 600.

Das dritte zentrale Moment z; verringert sich von 6 auf 3,75 Millionen bei einem
Transfer des Betrags 50 von Einheit 3 auf Einheit 1, die dann den Betrag von 150 hat.
Dadurch steigt die Momentschiefe von 0,59517 auf 0,66547, d.h. die Verteilung ist trotz
eines egalisierenden Transfers im hoheren Maf3e linksstell.

Zu3:

Gegeben sai die folgende linkssteile Ausgangsverteilung mit den Betrégen 100, 100, 100
und 200. Tritt zu den n = 4 Personen ein Nulltréger hinzu, so wird die linkssteile Vertei-
lung (Momentschiefe 1,1547) zu einer symmetrischen Verteilung. Die Disparitdt ist
dagegen gemessen am Disparitédtsmald Dg von Gini von 0,15 auf 0,32 gestiegen. Wie
man daran sieht, kann auch eine symmetrische Verteilung eine groRRere Disparitét
aufweisen, aseine linkssteile Verteilung.

Entgegen einer verbreiteten Vorstellung ist also "Ungleichheit" nicht ad-
aquat operationalisiert mit der "Schiefe" (wobel meist an Linkssteilheit
gedacht wird) im Sinne der deskriptiven Statistik.

5. Dominanzmalde: Entdeckung oligopolistischer
Strukturen

Neben dem Herfindahl-Index K, spielt der im folgenden dargestellte
Linda-Index (nach Remo Linda, der ihn 1976 vorschlug) in den Arbeiten
der Monopolkommission und der amtlichen Statistik eine grof3e Rolle. Mit
dem Linda-Index, bzw. genauer dem System von Linda-Indizes L,
(k=2,3,...,n-1), will man oligopolistische Strukturen erkennen, d.h. fest-
stellen wievidle Unternehmen (z.B. die grofdten vier), die sog. "Oligo-
polgruppe”, die tbrigen Unternehmen (Mitlaufer, Umfeld) "dominieren”.
Man spricht deshalb auch von einem Dominanzmal3. Neben dem Linda-
Index sind auch andere Dominanzmal3e vorgeschlagen worden, auf die
hier aus Platzgrinden nicht eingegangen werden kann. Es sollte jedoch
vorweg erlautert werden:

1. die Unterscheidung zwischen summarischen und diskreten Konzen-
trationsmal3en und
2. dasKonzept der Dominanz.
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zu 1.

Summarische Konzentrationsmal3e (wie K ;) beschreiben einen Markt mit n Teilnehmern
(z.B. Anbietern) mit einer einzigen Mal3zahl, ohne zwischen den n Unternehmen zu
differenzieren. Diskrete Mal3e erlauben es dagegen auch Teile des Marktes (als m < n
Unternehmen) zu betrachten und so oligopolistische Strukturen zu identifizieren.

Zu 2:

Auch fir Dominanzmal3e gibt es eine Axiomatik, auf die hier jedoch nicht eingegangen
werden kann. Es ist aber z.B. unmittelbar einsichtig, dass die Vorherrschaft der Oligo-
polgruppe umso grof3er ist, je

. kleiner (je weniger Unternehmen umfassend) die Gruppe ist

geringer die Disparitét zwischen den Unternehmen der Gruppe ist

grofRer ihr kumulierter Marktanteil ist und je

groRer und weniger differenziert das Umfeld ist,

denn das sind Bedingungen fir eine Interessensymmetrie und damit fir gemeinsames
Handeln der dominierenden Unternehmen. Daraus folgt auch, dass Dominanzmalle, die
auf diese Bedingungen reagieren sollten, Eigenschaften von Konzentrations- und Dis-
paritétsmal3en miteinander kombinieren.

Def. 6.10: Linda-I ndizes

Das sog. oligopolistische Gleichgewicht der i gréfiten Unternehmen EO,
(oder EG; ,, weil esvon i und k abhangt) ist ein Verhdtnis von Marktan-
teilen (C;, C, sind Konzentrationsraten [Def. 6.3])

_G .G -G _Ck-i)
(633 EO =3 {5 =it ¢y

mit 1 <i <k-1undk =2.3,...,n-1 bel n Einheiten (z.B. Anbietern auf dem
Markt). Der erste Klammerausdruck ist der obere, der zweite der untere
Mittelwert. Geometrisch veranschaulicht ist der oligopolistische Kern die
Stelle, an der die Konzentrationskurve den stérksten Knick hat. Der (k-te)
Linda-Index L, ist definiert as Mittelwert der durch k dividierten Grofien
EO,

1 k-1 k-1
(6.34) Ly =11 2EO /k=Kk(k-1) YEO,
i=1 i=1
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Bemerkungen zu Def. 6.10:

1

Bei gleichen Marktanteilen von k Unternehmeniist C, = i/k fur allei so
dass EO, = 1 und L, = /k. Nach oben ist L, nicht beschrankt, so dass
gilt Vk <L, <oo.

Sind die Marktanteile nicht gleich, so ist L, eine Funktion von k mit
mindestens einem Minimum. Der Oligopolkern (die k* grofdten und
dominierenden Unternehmen) ist der Wert k = k*, bei dem L, zum er-
sten Mal minimal ist. Das Minimum ist umso ausgepragter, je grofder
die Disgparitét unter den k* Kernunternehmen ist.

Man kann den unter Nr. 1 genannten Mangel beheben, indem man nur Unternehmen
mit einem Marktanteil von mindestens § in die Betrachtung einbezieht und L, mit
einem von & abhangigen Faktor auf den Wertebereich 1/k < Ly < 1 fir einen modi-
fizierten Index L} normiert.

Beispiel 6.8:

Die Berechnung des Linda-Index soll demonstriert werden bel einem fik-
tiven Markt mit acht Unternehmen und den Marktanteilen ¢; und den ku-
mulierten Marktanteilen C;:

iI=1 [i=2 [i=3 [i=4 [i=5 |i=6 |[i=7 |i=8
¢ |040)0,20 {0,125 (0,10 |0,08 |0,04 10,02 {0,01
¢ (040 0,60 10,75 10,85 (0,93 |0,97 |0,99 [1,00

Man stelle mit den Linda-Indizes L, die Anzahl k™ der Unternehmen fest,
die eine Oligopolgruppe bilden.

Ldsung 6.8:

Die Berechnung von L, soll fur k = 2 und k = 3 ausfuhrlich gezeigt wer-
den und fur die hoheren Werte fir k sind die Ergebnisse in einer Tabelle
zusammengefal3t.

k=2 (manerhdtL,=1)
EO,=C,/1: (C,-C)/(2-1) =0,4/0,2=2
dannist EO/k=2/2=1=L,

k=3 (L,=0,7143)
EO, = C,:(C+-C,)/(3-1) = 0,4: (0,35/2) = 0,4/0,175 = 2,2857
EO,/k = 2,2857/3 = 0,7619
EO,=C,/2: (C;-C,)/(3-2) =0,6/2:0,15/1 = 2; EO,/k = 2/3
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und damit ist L, = (EO,/3 + EO,/3)/(3-1) = (0,7619 + 2/3)/2
L,=0,7143

Der kleinste Wert von L, ist, wie die folgende Tabelle zeigt, erreicht bei
k=5 (denn L = 0,55901), so dass man sagen kann, die flnf groften Unter-
nehmen bilden eine Oligopol gruppe.

Werte fur EO, bei Linda-
k Ji=1 [Ji=2 [i=3 |]i=4 [|i=b [|i=6 [i=7 ]IndexL,
4 1267 [24) [25) 0,65306
5 [302 [2,73 |2,78 |2,66 0,55901
6 [351 [324 [341 |354 [4,65 0,61176
7 407 [385 [417 |455 |6,29 |8,08 0,73613
8 (467 [45) |5) 5,67 |7,97 (11,11 [14,14 |0,94748

) Auf Nachkommastellen wurde verzichtet, wenn nicht gerundet wurde. Die An-
gaben sind zu ungenau um L, zu berechnen. Sie sollen nur eine Kontrolle er-
madglichen, wenn man die Indizes "zu Ful3" (also Schritt fur Schritt nach den
angegebenen Formeln) berechnen mdchte, was fur Ubungszwecke sehr zu
empfehlenist.

6. Zur Vertiefung des Verstandnisses der
L orenzkurve

a) Momentverteilung und Haufigkeitsverteilung

Eine (diskrete) Haufigkeitsverteilung ist als Folge der Wertetupel (x;,h;)
definiert. Treten die Merkmalsanteile g, an die Stelle der relativen Haufig-
keiten h;, so spricht man von der Momentverteilung. Sie spielt nicht nur
bei der Disparitdtsmessung, sondern auch fir die Betrachtung von Mittel-
werten eine gewisse Rolle.

Def. 6.11: Momentverteilung, Scheidewert und Schwer ster Wert

Die Wertetupel (x;,0;) heilfen Momentverteilung (oder: Wertverteilung).
Dabel sind die Grof3en g, die mit

X .
(6.28) q = % bei Einzelwerten, bzw.
()
(6.2b) q = 2”— bei Haufigkeitsverteilungen
X .

definierten Merkmal santeile.
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Der Median der Momentverteilung heil3t Scheidewert (oder auch Medial)
und der Modus der Momentverteilung ist der Schwer ste Wert (X;).

Bemerkungen zu Def. 6.11:

1. Zwischen den Merkmalsanteilen g; und den relativen Haufigkeiten hi
besteht allgemein die folgende Beziehung:

q; X:
6.23) L =1L
62 1 %

Bei Einzelwerten ist x;, anstelle von x; zu setzen und es gilt fr alei,
dass h, = 1/n. Dabei ist g/h; die Steigung der Lorenzkurve zwischen
den Punkten (H,;,Q,.;) und (H;, Q,). Darausfolgt:

wenn x; < X, danng; < h,

wenn x; = X, dann g, = h,

wenn x; > X, dann g; > h;
Entsprechend ist die Steigung der Lorenzkurve kleiner as 1, genau 1
oder grofler as 1.

2. Fur den Schwersten Wert X gilt im Verhaltnis zum Modus (dichtester
Wert) x,, deshalb x; > x,,. Dies ergibt sich aus Bem. Nr. 1 wonach die
Werte h; ihr Maximum vor (links von) den Werten ¢, erreicht haben
missen sowie aus dem in Abb. 6.10 dargestellten typischen Verlauf
von Momentverteilung und Haufigkeitsverteilung.

3. Neben Modus und Median der Momentverteilung spielt auch das
arithmetische Mittel K, dieser Verteilung eine gewisse Rolle.

Abb. 6.10: Momentdichte f,(x) und Dichte f(x)

h(x) q(x) f(x)
f,(x) -

0,4 0,4 £,(%)
0,3+ 0,3
0,24 0,2
0,1 0.1 kw

I I T T X T % % %

1 2 3 4 1 3 4 X e X
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Es wurde als Disparitdtsmald vorgeschlagen (Niehaus 1955). Es gilt
wegen Gl. 6.23 und in Verbindung mit dem quadratischen Mittel X,
sowie dem Verschiebungssatz der Varianz (V = Variationskoeffizient)

IxZh, X3  S+x2
(635 Ky =XIXG ="y =g="¢ =X+sV
=x(V2+1) > X .

Das arithmetische Mittel der Momentverteilung kann also nicht klei-
ner a's das arithmetische Mittel (der Haufigkeitsverteilung) sein. Nach
Gl. 6.10 ergibt sich der folgende Zusammenhang zum Herfindahl-1n-
dex K

Ky K
— N _ "N
(636)  Ky=rg =3,

so dass K, auch als ein durch die Merkmalssumme normiertes arith-
metisches Mittel der Momentverteilung interpretiert werden kann.

4. Der Ausdruck

(6.37) GV:W:K_NZWN :

also das Verhdltnis der Mittelwerte von Haufigkeits- und Moment-
verteilung, gilt als Gleichheitsmal3 (vgl. auch Gl. 6.31a8). G,, und K,
bilden ein Paar gleichméalig normierter Mal3e (vgl. Abschn. 6d, Gl.
6.25a) und GV ist das zum normierten Quadrat des Variationskoeffi-
zienten NV (gem. Gl. 6.30) gehdrende Gleichheitsmali.

Beispiel 6.9:

Man bestimme die Momentverteilung und deren Lageparameter fir das Beispiel 6.6.

L 6sung 6.9:

In der Lésung werden bereits Angaben gemacht, auf die erst an spéterer Stelle
(maximaler Nivellierungssatz) hingewiesen wird.
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Haufigkeits- Moment- Abstand L orenzkurve-
verteilung verteilung Gleichverteilungsgerade
X; h; i | 4 X | Hi-Q;
1 0,4 1 0,2 1 0,2
2 0,3 2 0,3 2 0,2
3 0,2 3 0,3 3 0,1
4 0,1 4 0,2 4 0,0
Modus Xy, = 1 Schwerster Wert X = 2,5
Median = 1,333 Scheidewert (Median) = 2
X=2 Ky =25.

Fir die Haufigkeits- und Momentverteilung gilt also der typische Verlauf der Abb. 6.10.
Der Abstand zwischen Gleichverteilungsgerade und Lorenzkurve ist maximal 2 an der
Stellex =X (bel H=0,7 und Q = 0,5, also fir die Gruppe, die genau die durchschnittli-
che Anzahl von Génsen erhédlt, ndmlich 2). Dieser Abstand ist der maximale Nivellie-
rungssatz (vgl. Def. 6.13).

Weitere Kennzahlen und Zusammenhénge: Varianz der Haufigkeitsverteilung s? = 1,
quadratisches Mittel Q = \/?3 (weshalb auch Ky = Q%X = 5/2 = 2,5), Herfindahl-Index
Ky = Ky /nX = 2,5/300 = 0,00833. Man kann K, auch aus Gl. 6.10 errechnen: V2 =
0,25, so dass Ky, = 1,25/150. Das Gleichheitsmal3 G,, gem. Gl. 6.37 ist 0,8.

b) Stetige L orenzkurve

Die folgende Betrachtung mag dazu beitragen, einige Zusammenhénge zu verdeutlichen,
sie ist aber fir die Anwendung auf empirische Daten nicht von Bedeutung, weil in
diesem Falle eine stetige Variable stets in klassierter (und damit diskreter) Form vorliegt.
An dieser Stelle werden einige Begriffe und Symbole aus der Induktiven Statistik voraus-
gesetzt. Leser, die hiermit nicht vertraut sind, kénnen den Exkurs getrost tiberschlagen.
Fur die stetige Variable X sei f(x) die Dichtefunktion und

b
u= [xf(x)dx (a<x<b)

das arithmetische Mittel (das erste Anfangsmoment). Dann ist die erste Momentdichte
gegeben mit

(6.38) fy(x)= ﬁ xF(x) .

und

X
(6.388) F4(x)= f f1(u)du ist die Momentverteilung analog zur

a

X
Verteilungsfunktion F(x) = [f(u)du.
a



Kapitel 6: Konzentrationsmessung 185

Die Zusammenhénge zwischen den Dichtefunktionen f(x) und f;(x) sowie den Vertei-
lungsfunktionen F(x) und F;(x) sind aufschluf3reich fiir das Versténdnis der Lorenzkurve.
Hierzu die folgenden Bemerkungen:

1) Offensichtlichist f;(x) eine Dichtefunktion, da

b
_b_
{fl(x)dx ==1

2.) Wegen Gl. 6.38 gilt pf,(x) = xf(x) nach der Produktrege! der Differentiation
[(6.39) L300 = x £(x)+(x), |

S0 dass das Maximum der Momentdichte f(x), also der schwerste Wert Xy im
Bereich fallender Werte der Dichtefunktion liegt, denn aus f1(x) = 0 folgt f (x) < O.
Deshalb ist, wie bereits gesagt, der schwerste Wert X nicht kleiner als der dichteste

Wert X,,. In Abb. 6.10 ist der typische Verlauf der beiden Dichtefunktionen
wiedergegeben.

3.) Aus(6.38) folgt

b
(6.40) Fi(x) = % Suf(uydu=py / p

wobei |, das bis zur Stelle x erreichte arithmetische Mittel ist und p; < p gilt. Da-
raus folgt, dass F;(x) < F(x), analog zur bekannten Bezichung Q, < H; im
diskreten Fall, gilt. Abgesehen von der Rechteckverteilung F(x) = x(b-a)1 gilt die
Gleichheit von F;(x) und F(x) nur firr die Punktex = aund x = b.

Wir sind nun in der Lage, die Lorenzkurve fir eine stetige Variable X zu definieren und
diese Definition anhand eines Beispiels (Beispiel 6.10) zu erldutern.

Diese stetige Darstellung ist vor allem deshalb von Interesse, weil so die allgemeinen
Eigenschaften von Disparitétsmal3en besser herausgearbeitet werden kénnen. In allen
empirischen Anwendungen ist dagegen bei der Disparitdtsmessung stets von klassierten
Daten oder Einzelbeobachtungen auszugehen, so dass die Lorenzkurve ein Polygonzug
darstellt, den man as Anngherung an den "wahren" kontinuierlichen Kurvenverlauf
auffassen kann.

Def. 6.12: L orenzkurveim stetigen Fall

Die Funktion L(F), die im F(x), F;(x)-Koordinatensystem alle Punkte mit
den Koordinaten L(F)=F,(F) und F miteinander verbindet, heif Lorenz-
kurve. Man erhdt F,(F), indem man x in F,(x) ersetzt durch x = G(F), wo-
bei G dieinverse Verteilungsfunktion ist.

Zum Begriff der inversen Verteilungsfunktion (vgl. Def. 3.3,d):
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Fir einen Wert x des Merkmals X ist mit F = F(x) die kumulierte relative Haufigkeit ge-
geben. Man kann umgekehrt fragen, welchen x-Wert man erhalt, wenn F einen bestimm-
ten vorgegebenen Wert annehmen soll, etwa F = %, dann ist der gesuchte x-Wert der
Median X, 5 = G(F=%2).

Beispiel 6.10:

Mit diesem einfachen Beispiel soll die mit Definition 6.12 gegebene Vorschrift zur
Herleitung der Lorenzkurve demonstriert werden. Gegeben sei die Dichtefunktion

f(x) =3x4/8 fir0<x<2.

Hierausfolgt p=1,5 und F(x) = 1/8 x3.
Dann ist f;(x) = x3/4 und Fy(x) = x#/16.
Lést man F(x) nach x auf, so erhélt man x = (8F)Y/3. Diesist die inverse Verteilungsfunk-
tion.
Die Lorenzkurve lautet dann L(F) = F;(F) = (1/16)(8F)%3 = F43,
Die Steigung der Lorenzkurve im Beispiel 6.11 ist
o odh _f)_x® 8  x x
LE=9F=Fx -4 3@~ 15 n=0
Fernerist L"(F) = [uf(x)]1 >0,

d.h. die Steigung der Lorenzkurve ist nicht-negativ und monoton zunehmend.
Fur das Disparitétsmald von Gini D erhalt man:

1
(6.41) Dg=1-2 fL(FdF
0

Man kann zeigen, dass fir Ginis Dg auch gilt

b
(6.42) DG:% J(F-F)dx

Im Beispiel 6.10 ist Dg = 1/7. Man verifiziert im obigen Beispiel Ubrigens leicht, dass

gilt L(F) < F, d.h. die Lorenzkurve ist konvex und dass fir die Momentverteilung das
2

arithmetische Mittel fxfl(x)dx = 1,6 betragt und groRer ist alsp = 1,5.
0

c) Schutz-K oeffizient (Maximaler Nivellierungssatz)

Im folgenden wird gezeigt, dass der senkrechte Abstand zwischen der
Gleichverteilungsgeraden und der Lorenzkurve maximal ist an der Stelle x = p und als
Disparitdtsmald zu interpretieren ist. Es ist der Schutz-Koeffizient. Er wird auch
maximaler Nivellierungssatz (von Lindahl) oder langste L orenzkurvensehne genannt.
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Def. 6.13: Schutz-K oeffizent

Der Schutz-Koeffizient oder maximale Nivellierungssatz von Lindahl ¢~
Ist mit

(643) ¢ = F - 1w) =F (-5

gegeben. Hierbei ist p, der durchschnittliche Merkmalsbetrag derjenigen
Tellgesamtheit, die einen unterdurchschnittlichen Merkmalsbetrag hat,
also solangex < p ist.

Es ist der Anteil am Gesamtmerkmalsbetrag, der von der Teilgesamtheit
mit Uberdurchschnittlichem Merkmalsbetrag an digjenige mit unterdurch-
schnittlichem Betrag umverteilt werden mufdte, um zur Gleichverteilung
(egalitéren Verteilung) zu gelangen.

Im Beispiel 6.10 betrégt diese GroRe F(x=p) - Fi(x=p) = 27/64 - 81/256 = 0,1055. Es
gelten die folgenden Zusammenhéange:

1. Die senkrechte Distanz zwischen der Gleichverteilungsgeraden und der

Lorenzkurve ¢(F) = F - L(F) ist maximal an der Stelle x = |, an der die Steigung der
Lorenzkurve 1 betrégt und sieist dann:

¢" =max ¢(F) =F, - L(F) mit F=Fx=p)

2. Diemaximale Distanz betragt ¢" gem. Gl. 6.43.

Beweis

1. Aus¢'(F)=1-L'(F)=1-x/pu=(ux)/n und ¢"(F) =-L"(F) = -puf(x)1 < 0 folgt we-
gen ¢'(F) = 0, dass das Maximum von ¢ an der Stelle x = p1 gegeben ist.

2. Esgilt (am Beispiel der Einkommensverteilung) fir die Durchschnittseinkommen
der unterdurchschnittlich (p;) bzw. der Gberdurchschnittlich (u,) verdienenden

Merkmal stréger
X=H b X=

w =R [xf)dx  und  pp = (A-F) T [xf)dx  mitF, = [T(x) dx
a X=U a

Wegenp =F Hq + (1'Fu) M, gilt
X=H
¢ =F,-L(F) =F,-Fi(F)=F, -l [Xf(x)dx =F,-plF, .

a

3. Dielnterpretation von ¢* als "Nivellierungssatz" wird aus der folgenden Uberlegung
deutlich:
Wird der Anteil ¢" von den Uberdurchschnittlich verdienenden Einheiten, deren
bisheriger  Einkommensanteil ( 1 - Fu ) My / p betrdgt, an die
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unterdurchschnittlich verdienenden Einheiten Ubertragen, deren Anteil bisher Fuky
/u betragt, so wird die

egalitare Verteilung entstehen. Denn dann gilt fur die Einkommensanteile der bisher
Uberdurchschnittlich VVerdienenden

HL-F O - Fy(1- uy/p) = 1-F,
und der bisher unterdurchschnittlich Verdienenden
wFy + Ry - /) = R

Die Antelle an dem Merkmalsbetrag entsprechen jetzt genau den Anteilen der
beiden Gruppen an der Gesamtzahl der Merkmalstréger, d.h. es ist F;=F (egalitére
Verteilung). Zu diesen Zusammenhangen vgl. auch Bsp. 6.12.

d) Gleichmaidig normierte Malie

Def. 6.14: gleichmalRig nor mierte M al3e

Mal3e der Gleichheit G (vgl. Def. 6.2) und der Konzentration K, die sich
beziiglich der Axiome K4 und K5 gleichmaidig ihrer unteren Grenze n&
hern und fur die gilt

1 1 : 1
(6.25a) K =n(D) - nG und damit G—nK

heif3en gleichmaliig normierte Mal3e (nach Johnk).

Bemerkungen zu Def. 6.14:

1. Zwei Paare gleichmaliig normierter Malie sind beispielsweise
1. Gini-Koeffizient Dg und Rosenbluth-Index Kg
2. normierter Variationskoeffizient NV = V2 / (1+V2) und Herfindahl-Index K,

denn esgilt

Disparitdtsmald | Gleichheitsmal3 | Konzentrationsmald | vgl. Gleichung
Gini D 1-Dg Kr=[n(1-Do)]1 |Gl 6.25
normVar. NV |G, = (VZ+1)1 Ky = (V2+1)/n Gl. 6.10, 6.37

2. DieGleichung KnG = 1 |&f} sich umformen in
log(K) + log(n) +log(G) = 0.

Dies erlaubt es, zwel Konzentrationszustéande (K{,K,) in bezug auf den
Anzahleffekt (n; < n, oder n; > n,) und den Disparitétseffekt Unterschiedlichkeit
von D, und D,,

bzw. G; und G,) zu vergleichen:

(6.44) log(Ko/K4) =log(ny/ny) +109(G; /G,) .



Kapitel 6: Konzentrationsmessung 189

Der erste Summand ist der Anzahleffekt (AE, absolute Komponente), der zweite der
Verteilungs- oder Disparitétseffekt (DE, relative Komponente). Diese Zerlegung
wird an dem folgenden Beispiel 6.11 demonstriert.

3. Aus der Zerlegung gem. Gl. 6.44 folgt, dass Veranderung der (absoluten)
Konzentration sowohl von einem Anzahl-, als auch von einem Disparitétseffekt
herrihren kann. Eindeutige Aussagen sind nur méglich, wenn sich n und G
gleichsinnig verandern, d.h. wenn:

n steigt und G steigt (D sinkt): dann sinkt K
nsinkt und G sinkt (D steigt): dannsteigt K .

Beispiel 6.11:
Ausgangsverteilungn; =2 nach Nullerganzung n, = 3
Verteilung 1 Verteilung 2
Einheit Antell Einheit Antell
1 0,8 1 0,8
2 0,2 2 0,2
3 0

d) Zeigen Sie die Wirkung auf das Konzentrationsmal3 K = K (Rosenbluth) und
das Gleichheitsmal3 G = 1 - D sowie die Zerlegung des Konzentrationseffektes in
den Anzahl- und Disparitétseffekt.

b) Das Beispiel ist dahingehend zu variieren, dass eine Verteilung Nr. 3 mit n; = 4
Einheiten aus der Ausgangsverteilung (Verteillung 1) durch Halbierung jeder Einheit
entsteht.

L6sung 6.11:

Das Beispidl ist so konstruiert, dass der Disparitétseffekt (Teil a, Axiom K5) und der An-
zahleffekt (Teil b, Axiom K4) jeweils in reiner Form zum Tragen kommen, was sich
dann auch an der Zerlegungsformel (Gl. 6.44) zeigen muss.

a K;=114=0,7143 G;=0,7 (daDg=0,3).
(fur den Herfindahl-Index erhielte man K, = 0,68 und fur G,, den Wert G,, = 1/1,36
=0,7353)
Die Nullergénzung verandert die Konzentration nicht (Axiom K5) K, = K,
wahrend die Disparitét zunehmen muss. Es gilt G, = 0,4667 = (2/3)G;.
Fur die obige Zerlegungsformel (Gl. 6.42) erhélt man
log(1) = log(2/3) + log(3/2) =-0,1761 + 0,1761 = 0.
Anzahl- und Disparitétseffekt sind betragsméaldig gleich und heben sich auf.

b) Die neue Verteilung hat folgende Gestalt:
Einheit 1 2 3 4
Antell 0,4 0,4 0,1 0,1
Esgilt dann K5 = 1/2,8 = 4K, und G5 = G;. Dann ist
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log(1/2) = log(4/2) + log(1) = -0,30103.
Fazit: Die Halbierung der Konzentration ist ausschlief3lich auf den Anzahleffekt zu-
rickzuftihren, was ja auch bei dem gem. Axiom K4 (reiner Anzahleffekt)
konstruierten Beispiel zu erwarten war.

Beispiel 6.12:

Gegeben sai das stetige Konzentrationsmerkmal X (z.B. das Einkommen), dessen Dichte
lautet

_J 0,4-0,08x firO<x<5
f(x) = 0 sonst

Man berechne die Momentdichte (und deren Mal3zahlen, wie z.B. Mittelwerte), die
Lorenzkurve und die anderen in diesem Exkurs dargestellten GrofRen.

L6sung 6.12:

e Verteilung von x:
f(x) = 0,4 - 0,08x (Dreiecksverteilung) p =5/3=1,667
der Median ist an der Stelle x = 1,4645 denn F(x = 1,4645) = %,
F(x) = 0,4x - 0,04x2 =F,
inverse Verteilungsfunktion x = G(F) = 5 - 5\/(1-F) .

e Momentdichte f;(x) und Momentverteilung F;(x)
f1(x) = (x/p)f(x) = 0,24x - 0,048x2 F1(x) =0,12x2 - 0,016x3
5

arithmetisches Mittel der Momentdichte K\, = fxfl(x)dx =25

0
Median der Momentdichte (= Scheidewert) 1,675 [Achtung: die Bestimmung
des Scheidewerts verlangt wegen F4(x) die Losung einer kubischen Gleichung];
der Modus der Momentdichte (d.h. der Schwerste Wert X1) ist X1 = 2,5.

e Lorenzkurve
L(F) = F4(F) wobei in F1(x) fur x die inverse Verteilungsfunktion einzusetzen
ist. Man erhélt dann: L(F) = 2(1-F)32 + 3F - 2.
Die Ableitung dieser Funktion ergibt die Steigung der Lorenzkurve. Es gilt:
dL(F)/dF = 3 - 3(1-F)*2. Man erkennt sofort, dass dieser Ausdruck gleich ist der
Relation x/u, denn aus der inversen Verteilungsfunktion folgt
X =5 - 5(1-F)”2 und fiir p gilt p = 5/3.

e  Ginis-Disparitétsmald D
Man errechnet D aus Gl. 6.41. Fir das Integral tber L(F) in den Grenzen von 0
bis 1 erhdt man (Integrationskonstante C) den Ausdruck:
- (4/5)(1-F)52 + 1,5F2 - 2F + C. Mit den Grenzen F=0 und F=1 ergibt sich dann
fur Dg der Zahlenwert Dg = 0,4.
Das Disparitétsmald G,, nimmt als das Verhdtnis der Mittelwerte von Dichte
f(x) und Momentdichte f,(x) den Wert G,, = 2/3 an.

e  Abstand zwischen Gleichverteilungsgeraden und Lorenzkurve F - L(F)
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Er betrégt F - L(F) = 2(1-F) - 2(1-F)32 . Dieser Abstand ist maximal an der
Stelle F = 5/9 und er betrégt dort 8/27. Man erhélt den Wert 5/9 auch, wenn man
in F(x) fur x den Wert x = 4 = 5/3 einsetzt, d.h. Fu= 5/9. Das verifiziert den
Satz, dass der Abstand zwischen der Gleichverteilungsgeraden und der
Lorenzkurve maximal an der Stellex = pist.
e Maximaler Nivellierungssatz (Schutzkoeffizient) und Interpretation hiervon:

Der maximale Nivellierungssatz nach Lindahl ist damit 8/27. Das Einkommen
der  unterdurchschnittlich  verdienenden  Einheiten p; und  der
tiberdurchschnittlich verdienenden Einheiten 1, betrégt:

u
Hy =Fi f xf(x)dx = (9/5)(35/81)=7/9= 0,7778. Entsprechend ist
u
0
1 5
Mp=7o= fXf(x)dx = (9/4)(100/81) = 25/9 = 2,778,
H
u

Mit p = 15/9 = 5/3 = 1,6667 ist also py < U < .
Die Anteile an der Gesamtheit der Merkmalstrager betragen fir die
unterdurchschnittlich Verdienenden Fu= 5/9

Uberdurchschnittlich Verdienenden 1 - Fu = 4/9.

Die Anteile am Gesamtmerkmal sbetrag sind fir die
unterdurchschnittlich Verdienenden Flu = Fi(x=p) =7/27
tberdurchschnittlich Verdienenden 1 - F, = 20/27.
Der maximale Nivellierungssatz ist 8/27. Wird der Anteil 8/27 den unterdurch-
schnittlich Verdienenden zugeschlagen, so ist ihr Anteil dann
Fyy +5/9=7/27 + 8/27 = 15/27 = F; (x={1) = 5/9.
Entsprechend verbleibt bel den Uberdurchschnittlich Verdienenden ein Anteil
von 20/27-8/27=4/9, wie esihrem Anteil an der Bevdlkerung entspricht.

e Noch zur Interpretation des Gini-K oeffizienten

Wirde man nur die beiden Gruppen unter- und Uberdurchschnittlich Verdie-
nende unterscheiden und mit diesen beiden Klassen eine Lorenzkurve durch li-
neare Verbindungen der Punkte (0,0),(5/9,7/27) und (1,1) zeichnen, so wirde
Dg nach Gl. 6.29a den Wert 5/9 - 7/27 = 8/27 (= maximaler Nivellierungssatz)
annehmen. Man sieht, dass die Lorenzkurve als Polygonzug nur eine Naherung
an die "wahre" stetige Lorenzkurve sein kann und dass im ersten Fall D kleiner
ist alsim zweiten (denn 8/27 = 0,2963 < 0,4), so dass generell gilt:

(6.44) " <Dg .
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