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1. Regression und Korrelation

Gegenstand der in den Kapiteln 7 und 8 dargestellten Methoden ist der
Zusammenhang von zwei (oder mehr) Merkmalen. Dabei sind im wesent-
lichen folgende Fragestellungen tblich:

e Wielasst sich der Grad (die Intensitét) des Zusammenhangs zwischen
zwel (oder mehr) als wechselseitig abhangig (interdependent) ange-
nommenen Merkmalen (bzw. Variablen) messen? Je nach Art der
vorliegenden Skalen fur X und Y spricht man von Korrelations-,
Rangkorrelations-, Kontingenz- oder Assoziationsanalyse oder auch
von "Korrelation" im allgemeinen Sinne.

e Besteht ein Zusammenhang zwischen zwei oder mehr Merkmalen
dergestalt, dass es mdglich ist Y aufgrund von X oder Y aufgrund X,
und X, zu schétzen, d.h. eine Funktion fur Y in Abhangigkeit anderer
Variablen aus den Daten zu schétzen?
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Esist Ublich, die erste Fragestellung als typisch fur die Korrelationsana-
lyse anzusehen, wahrend es bei der Regressionsanalyse um die zweite
Fragestellung geht. Es gilt in erster Naherung:

Korrelation = Analyse der Stérke der Interdependenz (wechselseitigen
Abhangigkeit) und Regression = Analyse der Art der Dependenz (Ab-
hangigkeit einer Variablen von anderen Variablen).

Fir eine erste Naherung mag diese Unterscheidung zwischen Regressions- und Korrelati-
onsanalyse, zwei Methoden, die meist in einem Atemzug genannt werden, ausreichen.
Bel genauerer Betrachtung (die zunéchst noch zurtickzustellen ist) zeigt sich, dass der
Unterschied zwischen diesen beiden Methoden jedoch weniger in der Zielsetzung liegt,
as in den Voraussetzungen, die hinsichtlich der Variablen getroffen werden. Die
Unterscheidung zwischen Interdependenz und Dependenz ist im Ubrigen keineswegs
klar. Sie ist deshalb nicht befriedigend. Es ist insbesondere ziemlich abwegig ale
multivariaten Verfahren im Sinne dieser Unterscheidung klassifizieren zu wollen, was in
manchen L ehrbiichern geschieht.

Die Bestimmung einer Funktion zur Beschreibung des Zusammenhangs zwischen Vari-
ablen, bzw. genauer, zur Schéatzung einer Variablen Y, aufgrund ihrer Abhéngigkeit von
anderen Variablen ist Gegenstand der Regressionsanalyse. Eine "abhangige" Variable Y
(auch Regressand genannt) wird durch eine oder mehrere "unabhéngige" Variablen
"erklart". Einfache Regression bedeutet Y in Abhangigkeit einer unabhéngigen Variable
(eines Regressors) X zu schétzen. Wird Y durch eine Funktion mehrerer Regressoren X,
XXy erklért, so spricht man von multipler Regression. Hinter solchen Betrachtungen

kann (muss aber nicht) eine Kausalvorstellung stehen.

Voraussetzung sowohl der Regressionss als auch Korrelationsanalyse ist die
Beschreibung eines zweidimensionalen (bivariaten) Datensatzes. In diesem Kapitel soll
deshalb zundchst gezeigt werden, wie bi- oder allgemeiner multivariate Datensétze
geeignet tabellarisch und (wenn méglich) auch graphisch dargestellt werden kénnen. Es
werden dann MalRe des Zusammenhangs, also Korrelationskoeffizienten vorgestellt und
interpretiert.

2. Darstellung mehrdimensionaler Datensatze

a) Verbundene Beobachtungen, gemeinsame Verteillung

Hinsichtlich der Art der Daten soll im folgenden vorausgesetzt werden:

1. esliegen verbundene Beobachtungen von mehreren Merkmalen vor,

2. diese Merkmale sind metrisch skaliert (mindestens Intervallskala),

3. die Daten konnen Einzelbeobachtungen, gruppierte oder klassierte
Merkmale sein.




194 Kapitel 7: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

Erl&uterungen:

zul: Was mit verbundenen Beobachtungen gemeint ist, soll durch das
einfihrende Beispiel (Bsp. 7.1) veranschaulicht werden. Im fol-
genden beschranken wir uns auf zwei Merkmale.
zu2: Esist hinsichtlich der Art (Skalen) der Merkmale zu unterscheiden
zwischen folgenden Falen (bei Beschrénkung auf zwei Merk-
male):
a) zwel auf gleichem Skalenniveau skalierte Merkmale, etwa beide
intervallskaliert oder beide nominalskaliert, wieim Bsp. 7.1;
b) Merkmale auf unterschiedlichem Skalenniveau, etwa X nomi-
nalskaliert und Y intervallskaliert.
Es soll im folgenden zunéchst der Fall a) betrachtet werden.
zu3: Die Methoden dieses Kapitels werden (im Unterschied zu denen
des Kapitels 8) in der Regel nicht fur den Fall von Einzelbeobach-
tungen demonstriert.

Beispiel 7.1:

Bei drei Klausuren A, B und C wurde der Zusammenhang zwischen Ge-
schlecht (Merkmal X) und Klausurleistung (Merkmal Y) untersucht. Es
gab jeweils 200 Klausurteilnehmer, darunter 150 Méanner und 50 Frauen
und jede der Klausuren wurde von 70% der Teilnehmer bestanden (also
von 140 Personen) und von 30% nicht bestanden. Man erhielt die folgen-
den Daten:

X, = mannlich x, = weiblich y, = bestanden y, = nicht bestanden.

Klausur A Klausur B Klausur C

Y1 |Y2 |2 Y1 Y2 |2 Y1 Y2 |2
x, |105 |45 |150 x; |140 |10 150 x; |90 |60 [150
X, |35 |15 |50 X, |0 |50 |50 X, |50 |0 |50
> (140 |60 |200 > |140 |60 |200 s |140 |60 |200

a) Erlautern Sie die Art der Zusammenstellung der Daten und interpre-
tieren Sie die Daten.

b) Worin besteht der Unterschied zwischen verbundenen und unverbun-
denen Beobachtungen?

Losung 7.1:

a) Es handelt sich um Vierfeldertafeln, jewells eine spezielle Form der
zweidimensionalen Haufigkeitsverteilung (Kontingenztabelle). Die
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b)

Summenzeilen und -spalten stellen die Randverteilungen der Vari-
ablen X und Y dar (vgl. Def. 7.3).

Man sieht, dass Art und Starke des Zusammenhangs in den drei Klau-
suren sehr unterschiedlich sind, obgleich die Randverteilungen gleich
sind: das Beispiel soll v.a. zeigen, dass die Kenntnis der (eindimen-
sionalen) Randverteilungen nicht ausreicht, um einen Zusammenhang
zu beurteilen. Die Unterschiede der drei Klausuren werden deutlich,
wenn man die "Durchfalquoten” von Mannern und Frauen bel den
drei Klausuren betrachtet (d.h. praktisch die bedingten Verteilungen -
vgl. Def. 7.4 - des Merkmals Y untersucht):

Antell nicht-bestandener Klausuren in vH
Klausur Ménner Frauen Insgesamt
A 30%(45/150) | 30%(=15/50) | 30%(=60/200)
B 6,7% 100% 30%
C 40% 0% 30%

Im Falle der Klausur A besteht Unabhangigkeit der beiden Variablen
X (Geschlecht) und Y (Klausurleistung)(vgl. Def.7.5).

Def. 7.1: Verbundene Beobachtungen

a)

b)

im Falle von Einzel beobachtungen:

Wird jede Einheit v =1,2,...,n mit zwel Merkmalen, d.h. einem Tupel
(X,,yy), mit drei Merkmalen [einem Tripel (X,,y,,z,)] oder mit p
Merkmalen (p-Tupel) beschrieben, so spricht man von verbundenen
Beobachtungen (im Rahmen einer zwei-, drei-,..., p-dimensionalen
Messung) [im folgenden Beschrankung auf p = 2 Dimensionen].

bei gruppierten Daten:

Das Merkmal X habe die Auspragungen X,,Xs,...,X,, oder allgemein X;
(i=1,2,...m) und das Merkmal Y habe die Auspragungen y; (j =
1,2,...k). Dannist n; die Anzahl der Einheiten mit den Auspragungen
X =xundY =Yy, (also die Anzahl gleicher Wertetupel). Wieim Falle
der eindimensionalen Haufigkeitsverteilung n(...) eine Funktion ist,
die einer Merkmal sauspragung eine absolute Haufigkeit zuordnet, so
soll n(...) hier einer Kombination von Merkmalsauspragungen eine
absolute Haufigkeit zuordnen:

Fir die relativen Haufigkeiten gilt analog zur eindimensionalen Hau-
figkeitsverteilung
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(7.2) hy=ny/n mit n=3 ¥n, =>n,
i i

c) bei klassierten Daten gilt b) analog.

Bemerkungen zu Def. 7.1:

1. Auf diein Gl. 7.2 erscheinende Doppelsumme wird in Def. 7.2 ndher
eingegangen. Fir die mk (m Auspragungen von X und k Auspragun-
gen von Y) relativen Haufigkeiten h;; gilt analog zum eindimensiona-
len Datensatz

O<h;<1 und ZXXh;=1.

2. Ein erstes Beispiel fur den Fall gruppierter Daten, wenn aso gleiche
Merkmal sausprégungen von X und Y gehduft auftreten, ist das Bei-
spiel 7.1, das im Ubrigen demonstriert, dass die (simultane) Betrach-
tung zweidimensionaler Messungen (Beobachtungen) nicht identisch
ist mit der isolierten Betrachtung zweier eindimensionaler Messungen.

3. Esgibt folgende Darstellungen verbundener Beobachtungen:

graphisch ™) tabellarisch
Einzelbeobach- | Streuungsdiagramm Urliste von n Tupeln
tungen [oder Streudiagramm] | (Wertepaaren)

(vgl. Beispiel 7.2)
gruppierteund | dreidimensionales Hi- | Kontingenztafeln
klassierte Daten | stogramm ™) (val. Def. 7.2)

*)  metrische Skala vorausgesetzt.
**)  fir eine zweidimensionale Haufigkeitsverteilung (je eine Achse fir die Vari-
ablen X und Y und eine Achse fur die Haufigkeiten).

Def. 7.2: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

Eine zweidimensionale Haufigkeitsverteilung ist eine Zuordnung der ge-
meinsamen absoluten (n;) oder relativen (h;) Haufigkeiten zu den Auspré-
gungen x; des Merkmals (der Variablen) X und y; des Merkmals (der Var
riablen) Y nach Art nachfolgender Tabelle (Matrix). Bel kategoriaen
(nominalskalierten) Merkmalen spricht man auch von einer Kontingenzta-
fel.
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Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung
(relative Haufigkeiten)

Merk-

mal Merkmal Y

X Y. Yo o Y e Yk
g | hy hp o hy o hy
X2 h21 h22 e h2] LR h2k
XI hll h|2 e h” EE) hlk
Xo |hy hp . hi . hy

Zum Sprachgebrauch:

Der Begriff Kontingenztafel wird von vielen Autoren auch bei metrisch skalierten Vari-
ablen benutzt. Die absoluten oder relativen Haufigkeiten heifen auch gemeinsame
Haufigkeiten und die gesamte Haufigkeitsverteilung auch gemeinsame Haufigkeitsver -
teilung. Die Grof%en x; (i=1,2,...,m), bzw. y; (j=1,2,...,k) kdnnen Merkmal sausprégungen
(gruppierte Daten) oder Grofenklassen (i(lassierte Daten) der Merkmale X und Y
bezeichnen.

Bemerkungen zu Def. 7.2:

1. In der gleichen Art, wie die gemeinsamen relativen Haufigkeiten h;;
dargestellt wurden, lassen sich auch die (gemeinsamen) absoluten
Haufigkeiten n; und die (gemeinsamen) relativen oder absoluten

Summenhaufigkeiten (H;;, bzw. N;;) darstellen, wobei gilt:

n n
(7.3 N;= 2 2n, und H;=N;/n.

x<iy<j

2. Jeder mehrdimensionalen Haufigkeitsverteilung sind weitere Vertei-
lungen zugeordnet (d.h. sie ergeben sich hieraus), namlich die Rand-
verteilungen und die bedingten Verteilungen (vgl. die nachfolgenden
Definitionen).

Anhand des folgenden Beispiels 7.2 soll das Streuungsdiagramm (oder
Streudiagramm, scatter diagram) erklart werden.



198 Kapitel 7: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

Beispiel 7.2: Streuungsdiagramm

Konig Egon der XIlI, auch der "Labile" genannt, hatte zwel Métressen,
die Pompadur (D) und die Pompamoll (M), die miteinander heftig um die
Gunst des Konigs konkurrierten. Dass sie jeweils verschiedene Seiten des
empfindsamen Gemdts des Kdnigs ansprachen und fur ihn deshalb kom-
plementér waren, steht seit der These des beriihmten HistorikersH in alen
Lehrbiichern. H's jingerer Kollege h glaubt dies jedoch aufgrund einer
seinerzeit von der Hofschranze S verfassten Notiz empirisch widerlegen
Zu konnen. Aus dieser Notiz geht hervor, wie Egon seine Freizeit
(gemessen in Stunden) in den letzten 10 Wochen des Jahres 1789 auf die
Damen aufteilte:

D|40 30 20 10 40 30 50 50 60 70
M |30 10 30 40 20 30 50 30 40 20

Zeichnen Sie das Streuungsdiagramm! (Die Aufgabe wird fortgesetzt.)

Abb.7.1: Streuungsdiagramm fUr das Beispiel 7.2

M
50+ .
40+ . .
30 + [] [ ° []
20+ ° .
10 + °

Il Il Il % % Il Il

10 20 30 40 50 60 70 D

Losung 7.2: val. Abb. 7.1

Abb. 7.1 zeigt das Streuungsdiagramm fur dieses Beispiel. Es wird spéter
gezeigt, dass die beiden Variablen D und M nicht miteinander korrelieren
und deshalb die These von H, derzufolge mit einer hohen positiven Korre-
lation zu rechnen ist, vermutlich nicht aufrechtzuerhalten ist.
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b) Aus dea gemeinsamen Vertellung abgeleitete
Verteilungen

Jeder gemeinsamen Verteilung sind zwel weitere Verteilungstypen zuge-
ordnet, in dem Sinne, dass sie aus der gemeinsamen Verteilung hergeleitet
sind:

1. Eine p-dimensionale Verteilung besteht aus einer gemeinsamen Ver-
teilung und p jewells (p-1)-dimensionalen Randverteilungen (Def.
7.3); im Falle von zwei Dimensionen (p=2) sind es also zwel eindi-
mensionale Randverteilungen.

2. Es gibt ferner jeweils eindimensionale bedingte Verteilungen (Def.
7.4): Jeder Zeile und jeder Spalte der gemeinsamen Verteilung ent-
spricht jeweils eine bedingte Verteilung (die stets eindimensional ist).

Def. 7.3: Randverteilungen, marginal distributions

Dadie Auspragung x; bei den Kombinationen (x;,y,), (X;,Y5)---» (X;,y,) &S0
allen Merkmalskombinationen der i-ten Zeile der zweidimensionalen
Haufigkeitsverteilung (Kontingenztabelle) vorliegt, ist die Randhaufigkeit
h; definiert als Zeilensumme

j=k
(74) h_ j;hii :Zj:hij = h(X=x;).

Die als Summen von Zeilen gebildeten Randhaufigkeiten hy, h,,...,h,
stellen die Randverteilung h,(x) der Variablen X dar.

Entsprechend bilden die als Summen von Spalten definierten Randhaufig-
keiten h;,h,,....h, die Randverteilung h (y) des Merkmals (der Variablen)
Y, wobei gilt:

(7.5 h;= Ighij = Zi:hij =h(Y=y).

Die Randverteilungen ausgedriickt in absoluten Haufigkeiten n,(x) mit
den Uber k Spalten summierten absoluten Haufigkeiten einer Zeile

|(7.4a) N =N+ N+ ..+ Ny |

und die Randverteilung n,(y) mit den k absoluten Haufigkeiten n; sind
entsprechend definiert.

Die beiden Randverteilungen (in relativen Haufigkeiten) sind in der fol-
genden Tabelle besonders durch Einrahmung markiert:
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Merkmal Merkmal Y
X Yio Yoo o Y e Yy Z: h(x)
X1 hy, hyp o hy hy, h
X5 hy hy o hy hyy h,
Xi by by by hy.
Xpm g P o hyy oy h,.

Z hV(y) h.l h.2 s h] . hk 1

Die Summenspalte h, (x) ist die Randverteilung von X und die Summen-
zeileh,(y) ist die Randverteilung von Y.

Auch bel den Randverteilungen kann man - wie bei jeder Verteilung - unterscheiden
zwischen der Haufigkeitsfunktion (-verteilung) und der Verteilungsfunktion
(Summenverteilung, kumulierte Haufigkeiten) und das jeweils bei absoluten und bei
relativen Haufigkeiten. Es ist ferner offensichtlich, dass alle Kennzahlen
eindimensionaler  Haufigkeitsverteilungen  (z.B.  Mittelwerte,  Streuungsmalie,
Schiefemalde usw.) auch fir die Randverteilungen berechnet werden kénnen (vgl.
Abschn. 3).

Def. 7.4: bedingte Verteilung

Die durch Gl. 7.6 definierten bedingten relativen Haufigkeiten h; |; stellen
die bedingte Haufigkeitsfunktion (-verteilung) von X, gegeben Y =y; dar,
also die Spaltej als eine Verteilung:

h: n.
(76) by === hY=y).

Anaog ist die bedingte Haufigkeitsfunktion (-verteilung) von Y definiert
durch die relativen Haufigkeiten der Auspragung y,, Y, , .., Y, (allgemein:
y;) "gegeben X = x;" (oder: bedingt durch x;, oder: wenn X = x;)

h: n.
(77) Wy =g == hyX=x).

Esist eine Zeile (diei-te) als Haufigkeitsverteilung.



Kapitel 7: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung 201

Bemerkungen zu Def. 7.4:

1

Esist in diesem Fall nur Ublich, von relativen (nicht absoluten) Hau-
figkeiten auszugehen. Es gilt, wie leicht zu zeigen ist:

i=m

j=k
(7.68) 2h ;=1 und (7.78) 2h;i=1 .
i=1 =1

Mit Gl. 7.6 werden aus den k Spalten (nach den Auspragungen des
MerkmalsY, j=1,2,...,k) und mit Gl. 7.7 aus den m Zeilen (i=1,2,...,m)
der Matrix der gemeinsamen Verteilung jeweils Haufig-
keitsverteilungen gebildet.

Def. 7.5: Unabhanqgigkeit

Unabhangigkeit 1&sst sich auf zwei Arten definieren:

1

Sind die k bedingten Verteilungen h; |; des Merkmals X bei allen Aus-
pragungeny,; (j = 1,2,...,k) des Merkmals Y identisch (und damit auch
gleich der [unbedingten] Randverteilung von X), so sind X und Y un-
abhangig (analog gilt: Gleichheit der m bedingten Verteilungen b ;
bei allen Ausprégungen von X des Merkmals Y, bedeutet Unabhan-
gigkeit von X und Y).

Im Falle der Unabhangigkeit ergeben sich die absoluten, bzw. relati-
ven gemeinsamen Haufigkeiten aus den entsprechenden Haufigkeiten
der Randverteilungen gemal3

(78) n;="-%  baw. (789 hy=hh,
Folgerungen:
1. Unabhangigkeit ist die stéarkere Forderung als die spater zu bespre-

chende (vgl. Def. 7.7) Unkorreliertheit:

Satz 7.1

2.

Unabhangigkeit impliziert Unkorreliertheit aber nicht umgekehrt, d.h.
Unkorreliertheit kann bestehen, obgleich die Variablen X und Y nicht
unabhangig sind.

Beweis: siehe Bem. Nr.9 zu Def. 7.6.

Aus Teil 1 der Def. 7.5 folgt, dass bei Unabhangigkeit jeweils ale bedingten Vertei-
lungen mit der Randverteilung identisch sind. Gilt Identitét der k bedingten Vertei-
lungen des Merkmals X, so sind auch die bedingten Verteilungen des Merkmals Y
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fir ale m Auspragungen von X identisch, d.h. Unabhangigkeit ist ene
symmetrische Relation: ist X unabhéngig von Y, soist auch Y unabhéngig von X.

Beide Arten der Definition der Unabhangigkeit sind aquivalent, d.h. eine Art der
Definition l&sst sich jeweils aus der anderen folgern. Aus Folgerung 2 ergibt sich

n;/m =n;/nund hierausfolgt Gl. 7.8.

4. Umgekehrt gilt: Aus Gl. 7.8afolgt

h: hh; h h h
_p A ik _ ik
hilj_h.j_ h,j = h_k_hilk_ h.k =

>

d.h. bei Unabhangigkeit ist Gleichheit der bedingten Verteilungen von X gegeben

(X bedingt durch Y = Y und X bedingt durch Y =y,).

Beispiel 7.3:

Einer fehlgeschlagenen Intrige bei Hofe hat es
Graf Giselher von Gelsenkirchen zu verdanken,
dass er in einem Burgverlies schmachtet. Statt
vor dem Verwaltungsgericht Gelsenkirchen zu
klagen, (diese neuzeitliche Denkweise war
Giselher noch vollkommen fremd) machte er
sich daran, die meterdicke Wand zu
durchbohren. Es gibt Tage, an denen er y=1,
y=2 und y=3 Zentimeter der Wand wegschaben
konnte. Uber den Zeitaufwand X des Schabens
(in Stunden) und die Zentimeterleistung Y des

Verdunnens der Wand bestehen fir 13 Tage f=

Aufzeichnungen des Grafen:

X: Y: Leistung
Arbeitszeit| 1cm | 2cm | 3cm
6Std. 1 2 0
8Std. 1 3 1
10Std. 1 2 2

Man  bestimme sowohl die beiden
Randverteilungen as auch die bedingten
Verteilungen sowie die absoluten gemeinsamen
Summenhaufigkeiten. Sind  die  belden
Merkmale X und Y unabhangig?
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Losung 7.3:

Randverteilungen

Bedingte Verteilungen

X;i [n 1y [n; y=1 y=2 y=3 x=6 x=8 x=10

6 |3 [1 [3 |[x=6 3 27 0 |y=1 13 02 02

8 |5 |2 |7 |[x=8 W3 37 VU3 |y=2 213 06 04

10 |5 |3 |3 |[x=10 /3 2/I7 2/3 |y=3 O 02 04
von x (bedingt durch y) von y (bedingt durch x)

X und Y sind nicht unabhangig. Es genlgt, ein Tabellenfeld der gemein-
samen Verteilung zu tberprifen. Nach Gl. 7.8 musste fir n,, gelten ny, =
n, n,/n=(37)/13 = 1,615 statt n;, = 2. Auch kein anderes Feld der ge-
meinsamen Verteilung erfullt Gl. 7.8. So ist etwa n,, = 3 statt (5-7)/13 =
2,692. Dass keine Unabhangigkeit gegeben ist, kann man auch daran er-
kennen, dass die bedingten Verteilungen verschieden sind. In der Aufgabe
war auch verlangt, die absoluten Summenhaufigkeiten zu bestimmen. Die
Grofie Nj; ist die absolute Haufigkeit fir x <x; undy <y,

y=lcm | y=2cm | y=3cm
x=6 Std. 1 3 3
x=8 Std. 2 7 8
x=10 Std. 3 10 13

Die Haufigkeit 7 in dieser Tabelle bedeutet, dass es 7 Tage gibt, an denen
Giselher bis zu hochstens 8 Stunden arbeitet (also 6 oder 8 Stunden) und
dabel bis zu héchstens 2 cm der Wand abschabt.

3. Kennzahlen zur Beschreibung einer zweidimen-
sionalen Verteilung

Einer gemeinsamen Verteilung h(x,y) der (mindestens intervallskalierten
Variablen X und Y) sind jeweils eindimensionale Randverteilungen und
bedingte Verteilungen zugeordnet. Jede der genannten Verteilungen l&sst
sich durch KenngrdfRen (Mal3zahlen, Parameter) beschreiben, die

e eindimensionalen Verteilungen (Randverteilungen, bedingte Vertei-
lungen) durch Mittelwerte (auch Mediane), Varianzen etc.;

e zweidimensionale gemeinsame Verteilung durch die Kovarianz und
den Korrel ationskoeffizienten.
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a) Kennzahlen der eindimensionalen Vertellungen und
Regressiondlinie

Ubersicht 7.1 stellt die Zusammenhénge zwischen den Verteilungen und
den im folgenden zu behandelnden beschreibenden Kennzahlen
(Parameter) dar.

Es sollen zunéchst die Parameter der eindimensionalen Verteilungen be-
trachtet werden (Nr. 1 und 2) und im néchsten Abschnitt die der gemein-
samen Verteilung:

1) Mittelwert und Varianz der Randverteilungen

Mittelwert x der Randverteilung h,(x)
(790 x= XZxh = inhij
|
und die Varianz

(7.10) £=2x2h, - X2

Die entsprechenden Parameter der Randverteilung hy(y) sind analog
definiert.

2) Parameter der bedingten Verteilungen

a) Die wichtigsten Parameter der bedingten (Haufigkeits-) Verteilun-
gen sind die bedingten Mittelwerte

(711) Xy =x()= 3xh,

j=k
(712) yix=y (x) = J_Ziyj' hyy -

b) Seltener ist die Berechnung der bedingten Varianzen

(1128 )= YD xRy, = 2 - KO

und si(x;) analog, bzw. der bedingten Standardabweichungen s,(y;)
und

S,(X))-



Kapitel 7: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung 205

Mit den bedingten Varianzen wird die Streuung der Beobachtungen um die Re-
gressiondinie (vgl. Def. 7.6) gemessen. Sieist Teil der internen Streuung in einer
Varianzzerlegung (vgl. Satz 7.4).

Ubersicht 7.1

a) Zusammenhange zwischen den Vertellungen

Ausgangspunkt: Zweidimensionale gemeinsame Verteilung, d.h.
eine Matrix mit m Zeilen fir die Auspragungen
X; (I=1,2,...,m) und k Spalten fury; (j = 1,2,...,K)
daraus abgeleitete eindimensionale Verteilungen

zwei Randverteilungen fur m bedingte Verteilungen von Y
X und Y: h,(x) mit den Haufig- (bedingt durch m Auspragungen
keiten by und h (y) mit den von X) und k bedingte Vertei-
Haufigkeiten h; lungen von X (bedingt durch Y)

b) Beschreibende Kennzahlen®
der

zweidimensionalen Verteilung eindimensionalen Verteilungen

Kovarianz s,, und Randverteilungen: bedingte Verteilungen:
Korrelations- Mittelwerte und bedingte Mittelwerte
koeffizient r,, Varianzen (Regressiondlinie)

) Nur die am haufigsten verwendeten MaRzahlen (Kennzahlen). Man kann natiirlich
auch z.B. die Schiefe der Randverteilungen bestimmen oder bedingte Varianzen be-
rechnen.

Def. 7.6: empirische Regressiondinie

Die lineare Verbindung der bedingten Mittelwerte X]y ist die Regressi-
ondlinie (empirische Regressionglinie) der Variablen X. Entsprechend ist
die lineare Verbindung der Punkte P(x, y|x) die Regressiondlinie der Vari-
ablen.
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Der Begriff Regressions'linie” soll deutlich machen, dass die Punkte nicht
notwendig auf einer Geraden liegen missen. Es sind also Regressionslinie
und Regressionsgerade (Kap. 8) zu unterscheiden.

Selbst wenn die Regressiondinie eine Gerade ist, muss sie nicht identisch mit der
Regressionsgeraden sein.

Beispiel 7.4:
Man bestimme und zeichne die Regressionglinien fur das Bsp. 7.3!

LOsung 7.4:
Bedingte Mittelwerte
vony: VOon X:
yix=6 =1,67 Xy=1 =8
yix=8 =2 Xy=2 =8
yx=10 =22 xy=3 =9,33

Zur graphischen Darstellung der Regressiondlinien vgl. Abb. 7.2
Abb. 7.2: Regressiondlinien (Beispiel 7.4 bzw. 7.3)

y
3T xly
ol yIx
1__
— | |
6 8 10 X

Beispiel 7.5:

Der Student S glaubt wieder einmal eine Recht-Klausur ganz astrein gel6st zu haben. Mit
seiner Selbsteinschétzung (Variable X), die mehr oder weniger gefiihlsméflig und
zuféllig, weniger aus tiefer juristischer Einsicht erfolgt, liegt er zwar oft in der Tendenz
ganz richtig. Die genaue Klausurnote (Y) erscheint ihm aber fast immer rétselhaft und
unerklérlich. So wie esihm geht, ergeht es jedoch auch seinen 35 Mitstudenten. Dass die
Noten bei den Rechtklausuren irgendwie mysterits sind, scheinen inzwischen fast alle zu
glauben, wie die folgende Gegenilberstellung von X und Y fir alle 36 Studenten zeigt:
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Variable Y
1 2 3 4 5
1 1 2 3 2 0
Variable 2 1 2 2 1 0
X 3 0 1 2 2 1
4 0 0 3 4 3
5 0 2 1 1 2

Bestimmen Sie die empirischen Regressionslinien!

Losung 7.5:
(YIx=1) = 2,75 (Xly=1) =15
(YIx=2) =25 (Xly=2) = 2,714 = 19/7
(YIx=3) =35 (Xly=3) = 2,727 = 30/11
(YIx=4)=4 (Xly=4)=3,1
(YIx=5) =35 (Xly=5) = 4,167 = 25/6
Beispiel 7.6:

Gegeben sai die folgende zweidimensionale Haufigkeitsverteilung (Angabe mit relativen
Héaufigkeiten) fir welche die Regressionsiinien sowie die Parameter der
Randverteilungen zu bestimmen sind:

y=2 | y=3 | y=4
0,2 0,5 0,1
0,1 0,1 0

X [ X
11
WIN

L6sung 7.6:

Mittelwerte X = 2,2 und ¥ = 2,8; Varianzen: ¢ =0,16 und s = 0,36. Die bedingten
Mittel-

werte von x lauten X]y=2 = 2,33, X]y=3 = 2,167 und X]y=4 = 2. Digjenigen von y lauten y
[x=2 = 2,875 und y|x=3 = 2,5. Beide Regressionslinien sind Geraden (sie sind Ubrigens,
wie spéter gezeigt wird, identisch mit den Regressionsger aden).

b) Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Die Kovarianz ist Ausdruck des Zusammenhangs zwischen zwei metrisch skalierten
Variablen. Als Mal3 fir den Grad (die Intensitét) des Zusammenhangs ist sie im Unter-
schied zur Korrelation jedoch nicht geeignet, weil ihr Betrag von der Mal3einheit der
Variablen X und Y abhangt. Uber Kovarianz und Korrelation im Falle einer klassierten
Verteilung vgl. Abschn. 3e dieses Kapitels.
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1. Kovarianz
Def. 7.7: Kovarianz

Die Kovarianz ist as beschreibende Kennzahl einer zweidimensionalen
Verteilung definiert als

(7.13) s, :% 2 (X, - X)(Y, - y) bei nEinzelbeobachtungen

bzw. bei gruppierten Daten mit absoluten gemeinsamen Haufigkeiten

m k
(714) Sy =1 % 206 - 00 -9,

und mit relativen Haufigkeiten

(7.149) s, =ZZ(X; - X)(Y; - V)hy;-

Zur Interpretation der Kovarianz (Bemerkungen zu Def. 7.7)

1

a) Die Kovarianz heisst auch zentrales Produktmoment: "zentral",
weil die Mittelwerte x und Y jeweils abgezogen werden von x, bzw. y,,
und "Produkt”, weil diese Abweichungen miteinander multipliziert
werden. Starke  Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert
beeinflussen die Kovarianz stark, so dass diese empfindlich ist
gegenlber Ausreif3ern.

b) Ahnlich wie bei der Varianz kann auch hier unterschieden werden
zwischen der Berechnung der Kovarianz

e as beschreibende Statistik einer Stichprobe gem. Gl. 7.13, bzw.
7.14 und

e as Schatzwert fur die Kovarianz der Grundgesamtheit aufgrund
der Stichprobe: dann ist durch n-1 statt durch n zu dividieren.

Esist unmittelbar zu sehen, dass die Varianz as Spezialfal der Kova-
rianz aufgefaldt werden kann s, = 2. Die Kovarianz ist auf3erdem
symmetrisch, d.h. esgilt s, = s,

Weil ein Produkt von Abweichungen gebildet wird, kann die Kovari-
anz positiv oder negativ sein. Es ist tblich, sich die Bedeutung der
Mittelung Uber Abweichungsprodukte bei der Kovarianz anhand der
Abb. 7.3 zu verdeutlichen.
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Daten von Beispiel 7.2: D = Pompadur und M = Pompamoll; die arithmetischen
Mittel sind D = 40 und M = 30. Das Streuungsdiagramm zeigt Unkorreliertheit der
Variablen an.

e Bel Beobachtungen im Quadrant | sind die Abweichungen (x,-X)
und (y,- y) beide jeweils positiv, so dass (x,-X)(y,-Y)>0;

e Quadrant 111 (x,-X)(y,-y) > O (weil beide Abweichungen negativ
sind);

e Gegenlaufig verhalten sich dagegen X und Y (d.h. negative Korre-

lation) in den Quadranten |1 und IV, weshalb dann das Produkt
(X,~X)(y,-Y) < 0 also negativ ist.

Abb. 7.3: Streuungsdiagramm (Bsp. 7.2) zur
V eranschaulichung des Konzepts der Kovarianz

Z|

11 v

D

Liegen die Punkte im Streuungsdiagramm hauptséchlich in den Qua-
dranten 1 und Ill, so liegt eine positive Korrelation vor, liegen sie
vorwiegend in den Quadranten |1 und IV, so ist die Korrelation nega-
tiv. Man kann ein Korrelationsmal3 definieren, indem man einfach die
Anzahl n, (k = konkordant) der Punkte im Quadranten | und Il mit
der Anzahl n, (d=diskonkordant) der Punkte im Quadrant Il und 1V
vergleicht: FechnersKorrelationskoeffizient re = (n,-ny)/(n+ny).

4. Die Kovarianz ist betragsméaliig nicht beschrankt. Sie ist deshalb nicht
geeignet fur die Messung des Zusammenhangs zwischen zwei Vari-
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ablen X und Y. Der Korrelationskoeffizient (vgl. Def. 7.8) ist dagegen
die auf den Wertebereich von -1 bis +1 normierte Kovarianz.

5. Die Kovarianz ist nicht invariant gegentber linearen Transformatio-
nen. Man kann leicht zeigen, dass die Kovarianz der transformierten
Variablen x* = a+ bx und y* = ¢ + dy wie folgt mit der Kovarianz
zwischen x und y zusammenhangt:

|(7.15) Sy = bds,, (Kovarianz bei Lineartransformation) |

6. Auch fur die Kovarianz gilt der Ver schiebungssatz:

1
(7139 s, = n ZXY, - XY

bzw. bei gruppierten Daten mit absoluten Haufigkeiten n;

1
(7149 s, = n ZEXYN; - Xy

und relativen gemeinsamen Haufigkeiten h;

(7.14b) s, = XEXxy;h; - Xy

oder

| (7.16) s, =Xy-XYV.
Hierin ist Xy der Mittelwert des Produkts der x und y Werte und X-y ist
das Produkt der Mittelwerte.

7. Die damit gegebene Beziehung zwischen dem Anfangsproduktmoment xy,B/4 und
dem zentralen Produktmoment s, fihrt auch wegen der Schwerpunkteigenschaft
des arithmetischen Mittels zu folgenden Darstellungen der Kovarianz:

1 1
(7.17) 5 = [E(Xy - Xy = 12X Yy - V)

Es gentigt also, wenn eine der beiden Variablen zentriert ist.

8. Eineinfach zu zeigender Satz ist:
Satz 7.2

Verschwindet eine der Varianzen (etwa 2 = 0), so ist auch die
Kovarianz Null (aso s,, = 0). Die Umkehrung des Satzes gilt nicht,
d.h. s, =0ist vertraglichmit £ >0und s > 0.

Aquivalent ist die folgende Formulierung:
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10.

Die Kovarianz einer Variablen X mit einer Konstanten k ist stets Null,
asos, =0.

Bewels. Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus Gl. 7.17 und ist auch
einfach zu interpretieren:

§ = 0 bedeutet, dass alle x-Werte gleich sind, d.h. adale Punkte des
Streudiagramms liegen auf einer zur Ordinaten parallelen Geraden. Es liegt dann
praktisch eine zu einer eindimensionalen Verteilung degenerierte zweidimensionale
Verteilung vor. Soll X die Ursache fir Y sein, was impliziert, dass eine nicht
unerhebliche Kovarianz zwischen X und Y besteht, so muss X in einem gewissen
Mal3e variieren. Man kann z.B. auch nicht die Urséchlichkeit eines Diingemittels fur
einen mehr oder weniger grofden Ernteertrag nachweisen, d.h. den Zusammenhang
"je mehr Diinger desto mehr Ernte" aufzeigen, wenn auf allen Ackern die gleiche
Menge gediingt wird. Man darf andererseits auch nicht folgern: die Variablen X und
Y sind umso mehr korreliert, je stérker X und Y streuen. Eine hohe Korrelation ist
mit den verschiedensten Varianzen (sofern diese nicht Null sind) vertréglich. Das
ergibt sich unmittelbar aus der Invarianz des Korrelationskoeffizienten gegeniiber
linearen Transformationen (vgl. Bemerkung 2 zu Def. 7.8).

Unabhangigkeit fuhrt zu einer Kovarianz von Null, denn wenn Gl. 7.8
gilt, dann ist

Xy = % lZ Jinni_yj n; =xyund damits,, = 0.

Die Umkehrung gilt jedoch nicht: die Kovarianz kann sehr wohl ver-
schwinden, obgleich keine Unabhangigkeit besteht (vgl. Beispiele 7.7
und 7.8). Es gilt aso der bereits erwahnte

Satz 7.1:

Unabhangigkeit fuhrt zum Verschwinden der Kovarianz (und damit zu
Unkorreliertheit). Die Umkehrung gilt jedoch nicht.

Beweis. s.0. und Bemerkungen zu Def. 7.5.

Ist Y linear abhangig von X (und damit auch umgekehrt X von Y),
etwa dergestalt, dassy, = a+ bx,, so folgt aus Gl. 7.13a s, = bs;.
Ferner ist ¢ = bs}, so dass bei linearer Abhangigkeit gilt (s,)2 = ¢ 5
Wie Def. 7.8. zeigt, bedeutet dies, dass der Korrelationskoeffizient
dann den Wert 1 annimmt. In allen anderen Féllen gilt der folgende
Satz:
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Satz 7.3:

(7.18) 0<(sy)° <

Dieser Zusammenhang ist auch bekannt als Schwarzsche - Unglei-
chung oder Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung.

Beweis:
Offenbar gilt wegen der Quadrierung

0 <5y, 7) - (84/)(x, BN

Die rechte Seite ergibt den Ausdruck ¢ - 2s2 / & + 52, / <, der nicht-
negativ sein muss, also 0 < ¢ - 2,/ 2. Das ergibt umgeformt GI. 7.18.

Die Ungleichung l&sst sich auch zeigen, wenn man y durch eine Regressionsgerade
(vgl. Kapitel 8) erklart: Es gilt danny, = a+ bx, + u,, mit u =0, so dass man erhélt:
Sy = bz +5,, und §f=Db’s +s2. Daim Modell der Regressionsanalyse gilt s,
=0unds,2> 0, ist die Ungleichung 7.18 erfiillt.

11. Der folgende Zusammenhang zwischen der Kovarianz und der mittle-
ren Differenz zwischen den Merkmalswerten ist fir manche Betrach-
tungen (z.B. Rangkorrelation) von Interesse:

Satz 7.4:

Mit der Differenz d, = x, - y, des X-Werts und des Y -Werts der v-ten
Einheit (Beobachtung) gilt fur die Kovarianz:

(7.19) sy =&+ ) + (X-y?) - (Ed)/n]
Beweis:

Zd2 = Z(X, - Y,)? = ZX2 - 22Xy, + Zy2. Damit ist
IXY, = Y2(2X2 + Xy2 - ¥d?2) so dass

Sy = MEXY, - Xy = YyriZxg + niZy?Z - n1XdZ — 2x7y), womit man
nach einigen Umformungen Gl. 7.19 erhdlt.

Zu weiteren Bemerkungen Uber die Kovarianz vgl. auch Gl. 7.21ff.

Beispiel 7.7:
Man zeige, dass im Beispiel 7.2 zwar die Kovarianz verschwindet,
gleichwohl aber keine Unabhéngigkeit vorliegt!
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Losung 7.7:

Fur die Variablen D (Pompadur) und M (Pompamoll) erhdlt man die
folgenden Werte: XD = 400, M = 300 und XMD = 12000, so dass man
mit n = 10 erhdlt s, = 12000/10 - 40-30 = 0. Um zu zeigen ob M und D
unabhangig sind ist aus den Daten eine zweidimensionale Verteilung
herzuleiten. Man erhélt:

M=10 20 30 40 50 >
D=10] O 0 0 1 0 1
200 O 0 1 0 0 1
30| 1 0 1 0 0 2
401 O 1 1 0 0 2
50] O 0 1 0 1 2
60] O 0 0 1 0 1
70] O 1 0 0 0 1
> 1 2 4 2 1 10

Es ist unschwer zu erkennen, dass die Haufigkeiten dieser Tabelle nicht mit denen Uber-
einstimmen, die sich bei Unabhéngigkeit gem. Gl. 7.8 ergdben: so ist z.B. die relative
Haufigkeit fur die Kombination D = 40 und M = 30 bei Unabhangigkeit 0,2:0,4 = 0,08,
statt des empirischen Werts von 0,1. Bei Unabhangigkeit dirfte auch kein Tabellenfeld
eine absolute Haufigkeit von Null ausweisen.

Beispiel 7.8 ist ein weiteres Beispiel dafir, dass die Kovarianz verschwinden kann, ob-
gleich keine Unabhangigkeit vorliegt.

Beispiel 7.8:

Gegeben sei  die folgende zweidimensionae Haufigkeitsverteilung (relative
Haufigkeiten):

Y=-2 Y=0 Y=1 P

X=4 1/8 V4 1/8 12
X=5] 316 116 14 12
) 5/16 5/16 3/8 1

Man zeige, dass hier (wie im Bsp. 7.7) die Kovarianz zwischen X und Y verschwindet,
gleichwohl aber keine Unabhangigkeit vorliegt.

L6sung 7.8:

Bei Unabhangigkeit mifite die relative Haufigkeit h;, den Wert %2(5/16) = 0,15625 und
nicht 1/8 = 0,125 annehmen. Es geniigt, ein Tabellenfeld zu Uberprifen, um festzustellen,
dass keine Unabhéangigkeit vorliegt.
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2. Korrelationskoeffizient

Die meisten Bemerkungen zur Kovarianz gelten auch fur den Korrelationskoeffizienten,
der nur eine auf den Wertebereich von -1 bis +1 normierte Kovarianz darstellt.

Def. 7.8: Korrelationskoeffizient

Der Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson (auch Produkt-Moment-
Korrelationskoeffizient oder im folgenden einfach Korrelationskoeffizient
genannt) ist das Verhdltnis aus Kovarianz (vgl. Def. 7.7) und dem Produkt
der Standardabwei chungen

(7.20) 1, =§j§

Bem: Aus den unterschiedlichen Darstellungsmoglichkeiten der Kovarianz (Def. 7.7)
und der Varianz ergeben sich auch unterschiedliche Berechnungsformeln fir den
K orrel ationskoeffizienten.

I nterpretation und Eigenschaften

1. Ausder Schwarzschen Ungleichung (Satz 7.3, Gl. 7.18) folgt die Ein-
schrankung
<+1.

(7.20a) -1<r,, <

Der Korrelationskoeffizient ist also die durch das Produkt der Stan-
dardabweichungen (oder: das geometrische Mittel der Varianzen) auf
den Wertebereich von -1 bis +1 normierte Kovarianz. Die Grenzenr =
-1 und r = +1 werden gem. Bem. 10 zu Def. 7.7 erreicht, wenn y eine
Lineartransformation von x ist, wenn also gilt y = a + bx. Die Punkte
des Streuungsdiagramms liegen dann genau auf der Geradeny = a +
bx. Das Vorzeichen des Korrelationskoeffizienten wird allein durch
die Kovarianz bestimmt, weil der normierende Nenner s,s, stets posi-
tivist.

2. Durch die Normierung auf den Wertebereich von -1 bis +1 ist der
Korrelationskoeffizient (anders als die Kovarianz) mal3stabsunabhan-
gig, d.h. er ist unabhangig davon, in welcher Mal3einheit die Variablen
X und Y gemessen sind und invariant gegenuber linearen Trans-
formationen.

Insbesondere gilt bei x* = a+ bx und y* = ¢ + dy fur die Korrelation
zwischen x* und y* in Relation zur urspriinglichen Korrelation
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_loHry wenn bd >0
My

- Ty wenn bd<0

Der Korrelationskoeffizient r,, ist die Kovarianz zwischen den stan-
dardisierten Variablen x* = (x-X) /s, und y* =(y -y) /s, Die
Standardisierung ist eine spezielle Lineartransformation.

3. Die unter Nr. 2 genannte Eigenschaft bedeutet, dass r ein Mal3 des li-
nearen Zusammenhangs ist. Mit |r| = 1 ist ein perfekter linearer Zu-
sammenhang gegeben (die Punkte des Streuungsdiagramms liegen
genau auf einer Geraden). Je nachdem, wie stark r betragsméaldig vom
Wert 1 abweicht, weichen die Punkte mehr oder weniger von den in
Kap. 8 behandelten Regressionsgeraden ab. Der Wert r = O bedeutet
nicht, dass kein Zusammenhang zwischen den Variablen X und Y be-
steht, sondern nur, dass kein linearer Zusammenhang besteht (vgl.
Beispiel 7.9). Er bedeutet insbesondere auch nicht notwendig Unab-
hangigkeit; denn nach Satz 7.1 impliziert Unabhéngigkeit Unkorre-
liertheit aber nicht umgekehrt.

4. Gem. Satz 7.2 gilt: Das Verschwinden einer Varianz (etwa s2 = 0) im-
pliziert r,, = 0. Das bedeutet: Wenn auch nur eine der beiden Vari-

ablen X und Y konstant ist, dann koénnen sie auch nicht miteinander
korreliert sein.

Um aso eine Korrelation zwischen zwel Variablen X und Y feststellen zu kdnnen,
miissen beide Variablen streuen. Daraus kann jedoch nicht geschlossen werden, dass
die Korrelation umso grof3er ist, je stérker die beiden Variablen streuen. Denn man
kann durch eine Lineartransformation von X zu X", etwa x* = a + bx die Stan-
dardabweichung vergrofRern (ver-b-fachen), ohne dass sich die Korrelation wegen
der Invarianz gegenuber Lineartransformationen andert (rx*y = rxy).

Weitere Zusammenhénge zwischen Varianzen, Kovarianzen und Korrelationskoeffizi-
enten

Fur die folgende Darstellung ist es niitzlich, die Notation etwas zu vereinfachen: statt mit
Sy soll die Kovarianz mit C(X,Y) bezeichnet werden; entsprechend ist V(X) = 5)2(
und

R(X,Y) = ey Dann gilt:

(7.21) C(X,Y+Z) = C(X,Y) + C(X,Z)
(7.22) V(X+Y) = V(X) + V(Y) + 2C(X,Y) = C(X,X+Y) + C(Y,X+Y)
(7.23) C(X+Y,X-Y) = V(X) - V(Y)

Danach kann X+Y und X-Y unkorreliert sein, obgleich X mit Y korreliert ist.
Aus C(X,Y-X) = C(X,Y) - V(X) folgt, wenn V(X) = V(Y)
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(7.24) R(X,Y-X) =-A[/(1 1) <0  und
(7.25) R(X,Y+X) = \[P(T+1, ) > 0.

Beispiel 7.9

Auf ihrer finftagigen Erkundung des noch wenig erforschten, bisher fur
unbewohnt gehaltenen, aber bereits gut kartographierten Planeten "Amar"
(persisch: Statistik) malden zwel Astronauten jeweils an drel Zeitpunkten
téglich Langengrad (X) und Breitengrad (Y). Dabei erhielten sie die
folgenden Messwerte:

Tag X|Y
Montag 8 5
9 | 4

12 | 3

Dienstag | 15 | 4
16 | 5

17 | 8

Mittwoch | 16 | 11
15 | 12

12 | 13
Donnerstag | 9 | 12
8 | 11

7 8

Zu ihrem grofien Staunen korrelierten X und Y nicht mit r = +1
miteinander, obgleich die beiden Astronauten von einer vorgegebenen
Linie nicht abgewichen sind. Wie ist das zu erklaren?

Losung 7.9:

Man kann leicht nachrechnen, dass die Korrelation zwischen X und Y den
Wert Null annimmt. Es liegt ein funktionaler, aber kein linearer
Zusammenhang vor. Eine graphische Darstellung zeigt, dass die
Beobachtungen auf einem Kreis im x,y-Koordinatensystem liegen (mit
dem Mittelpunkt [x = 12 und y = 8] sowie dem Radius 5), so dass der
funktionale Zusammenhang (x - 12)2 + (y - 8)2 = 52 gegeben ist.
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c) Scheinkorrelation

Zu den bekanntesten Fehlinterpretationen der Korrelation gehort die
falsche (sachlich nicht gerechtfertigte) kausale Interpretation. Wenn X und
Y miteinander korrelieren so kann dies bedeuten, dass:

e X dieUrsachevon igt,

e Y die Ursache von X ist, wobei dies vom ersten Fall mit dem Korre-
|ationskoeffizienten nicht zu unterscheiden ist;

e X und Y rein zufdlig in einer entsprechend kleinen Stichprobe mit-
einander korrelieren, in der Grundgesamtheit jedoch nicht (ein
Aspekt der Induktiven Statistik, der in der Deskriptiven Statistik nicht
zu behandeln ist);

e Messfehler bel der Beobachtung der Variablen auftreten (wéren X
und Y fehlerfrel beobachtet, dann wirden sie nicht miteinander
korrelieren);

e X und Y nur deshalb miteinander korrelieren, weil sie gemeinsam
abhangig sind von einer dritten Variablen Z (Scheinkorrelation) und
mit Z (nicht direkt unter einander) in einer Kausal beziehung stehen.

Wegen dieser Nichteindeutigkeit ist die Meinung sehr verbreitet, dass Korrelation und

Kausalitdt nichts miteinander zu tun hétten. Das bedeutet allerdings, das Kind mit dem
Bade auszuschiitten. Hierauf soll an spéterer Stelle eingegangen werden (Abschn. 5).

Def. 7.9: Scheinkorrelation, spurious correation

Sind zwei Variablen X und Y nur deshalb hoch korreliert, weil sie ge-
meinsam abhangig sind von einer dritten Variablen Z, so spricht man von
Scheinkorrelation.

Bemerkungen zu Def. 7.9:

1. Das beliebteste Beispiel fur eine Scheinkorrelation ist die Korrelation

zwischen Storchennestern und Geburten. Jeder weil3, dass dies nicht
kausal interpretiert werden kann, also kein direkter Kausalzusammen-
hang besteht.
Die "dahinterstehende" Variable ist die Urbanisierung und wirtschaftliche Entwick-
lung, der Ubergang von der Agrar- zur Industriegesellschaft, was zum einen dazu
gefuhrt hat, dass den Froschen (und damit auch Stdrchen) der Lebensraum
genommen wurde und zum anderen dazu, dass die Familiengrof3en kleiner wurden.
Da es in diesem Fall sehr offensichtlich ist, dass nur eine Scheinkorrelation und
keine "echte" (d.h. kausal zu interpretierende) Korrelation vorliegt, spricht man auch
von nonsense correlation (vgl. auch Beispiel 7.10).
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Ein weiteres Beispid ist die Korrelation zwischen der Anzahl der Feuerwehrl6sch-
zlige (X) und der GroRRe des Brandschadens (Y). Der dritte Faktor (2) ist die Grole
des Brandes (z.B. die Flammenmenge). Die falsche, kausale Interpretation wirde
lauten: je mehr Feuerwehrldschziige bel einem Brand eingesetzt werden, desto
groRer ist der Brandschaden; aso ist der Feuerwehreinsatz die Ursache des
Brandschadens.

Es gibt aber auch viele Félle einer Scheinkorrelation, bei denen es
weniger offensichtlich ist, dass eine Kausalinterpretation nicht
zuléssig ist. Das ist sehr haufig bei der Korrelation von Zeitreihen, die
einen gemeinsamen Trend haben, der Fall (die trendbereinigten
Zeitrethen X* und Y™ korrelieren dann weniger miteinander als die
noch trendbehafteten Ursprungswerte X und Y). Sehr haufig tritt das
in  der  Wirtschaftsstatistik  bei  der  Korrelation — mit
Sozia produktsgrofen oder allen wertmalligen (und damit von der
Inflation tangierten) Grofden auf.

Ein scherzhaftes Beispiel hierfir ist die hohe Korrelation zwischen den Preisen von
kubanischem Rum und den Gehéltern von amerikanischen Priestern. Die (in US-$
ausgedriickten) Rumpreise sind nicht gestiegen, well die Priester so viel Rum nach-
fragten (eine Kausalinterpretation), sondern weil die Preise - wie die Gehdlter - der
Entwertung des US-$ unterlagen.

Haufig entsteht Scheinkorrelation auch durch Aggregation von Daten
(Beispiel 7.11). Bel Disaggregation zeigt sich, dass sich die Korrela-
tion verringert, d.h. dass sie bei Bezugnahme auf homogenere Ge-
samtheiten nicht gilt.

Bel nicht metrisch skalierten Merkmalen zeigt sich Scheinkorrelation durch ein
Verschwinden (oder eine Verringerung) der Korrelation zwischen X und Y wenn
der Einflud der dritten Variablen Z "ausgeschaltet" wird d.h. der partiellen
Korrelation (vgl. Kap. 8 u. 9).

Das Wirken einer dritten Variable Z geschieht bei Scheinkorrelation meist nach Art
von Abb. 7.4 linkes Bild. Das Pfeilschema soll andeuten, dass X und Y gemeinsam
"verursacht" werden von Z. Hinsichtlich der formalen Zusammenhénge zwischen
den Korrelationskoeffizienten sind aber die drei Situationen der Abb. 7.4 nicht
unterscheidbar. Auf Abb. 7.4 wird im abschlief?enden Abschn. 5 noch einmal
eingegangen.
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ADbb. 7.4: Diedra Féalle von Scheinkorrelation

zwischen X und Y (wobei jeweils gilt r,, =r,,r,,)

Y X Y
\/ \/ \/

Beispiel 7.10:

Waéhrend des italienischen Feldzuges im Zweiten Weltkrieg wurde eine positive Korrela-
tion zwischen der Anzahl X der Propaganda-Flugblétter, die Giber den deutschen Linien
abgeworfen wurden, und der Grof3e des von den Alliierten eroberten Gebietes (Y) bei
einer bestimmten Stérke der Offensive (Z) festgestellt. ES sei

fy=08 1,;=094 und ry,=085!
Beweist der hohe Wert von r,,, dass man einen Krieg allein durch méglichst viele
Propa-ganda-Flugbldtter gewinnen kann?

L6sung 7.10:

Es besteht sicher kein direkter Kausalzusammenhang zwischen der Propaganda X und
dem Kriegserfolg (Y). Die relativ hohe Korrelation von My = 0,8 ist aso nicht kausal im
Sinnevon X — Y oder gar Y — X zu deuten. Als dritter Faktor ist die Stérke der Offen-
sive (Z) zu betrachten. Es ist wohl meist anzunehmen, dass je stérker die Offensive ist,
desto eher ist sie erfolgreich (Z — Y) und desto mehr ist sie auch mit entsprechenden
Propagandafeldziigen verbunden (Z — X). Fur die Korrelation gilt in der Tat hier Ty
=Tyl = 0,799 (Die Zahlenangaben waren ja auch fiktiv). Das Ergebnis besagt, dass
die partielle Korrelation My.z (vgl. Kap. 8) verschwindet.

Beispiel 7.11:

Gegeben seien die folgenden Daten Uber die Schuhgréfie (X) und das M onatseinkommen
in 1000 DM (Y):

X 35 | 36 | 37 | 38 | 41 | 42 | 43 | 4
y 28 [ 25120 25|45 |55 |52 | 38

Die Korrelation betragt r = 0,8. Heisst dies, dass man deshalb mehr verdient, weil "man
auf grofdem Fuld lebt"?

Losung 7.11:

Es liegt ein typischer Fall von Scheinkorrelation vor. Angenommen, bei den ersten vier
Personen handelt es sich um Frauen, die in der Regel eine kleinere Schuhgrofie haben als
Manner und haufig auch weniger verdienen. Die zweiten vier Personen seien Manner.
Dann erhdlt man fir die ersten vier Personen (also fir die Frauen) fir die Korrelation
zwischen X und Y My = -0,54495 und fir die zweiten vier Personen (also die Méanner)
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fyy = -0,40801, bei den beiden Gruppen zusammen aber r,,, = 0,8. Man beachte auch,
dass sich das Vorzeichen andert!

d) Bestimmtheitsmal3

Isty, = z, + u,, wobei Z irgendeine Funktion von X ist [allgemein z, =
z(x,)], etwa eine lineare Regressionsfunktion z, = a + bx, (s. Kap. 8), so
gilt wegen Gl. 7.22 fur die Varianz von Y

S=S+E+2s,
Verschwindet die Kovarianz s,,, wie im Falle einer Regressionsger aden,
so lasst sich die Varianz von Y darstellen als Summe einer systematischen
(durch X "erklarten") Varianz s2 und einer (nicht erklarten) Residualvari-
anz . Es gilt also bei einer mit der systematischen Komponente Z unkor-
relierten Variable U stets die folgende Varianzzerlegung:

(7.26) < = & + g
Gesamt- erklarte Residual-
varianz Varianz varianz

und nach Division durch s

(7.27) 1= §Z+—§“ = B, + U,

worin B,, die Bestimmtheit (von y durch x) und U, die Unbestimmtheit
(vony durch x) darstellt.

Def. 7.10: Bestimmtheitsmald
Der Ausdruck

(7.28) By, :%%

hei 3 Bestimmtheitsmal3 (oder Bestimmtheit, coefficient of determination)
und U, = 1 - By, heil3t Unbestimmtheit (oder coefficient of alienation).
& ist dieerklarte Varianz von y und & die Gesamtvarianz von'y.

Bemerkungen zu Def. 7.10:

1. DaB,, einVarianzantell ist, gilt 0 < B,, < 1. Die Bestimmtheit ist
also nichtnegativ. Sie ist nicht notwendig symmetrisch, d.h. es muss
nicht B,, =B, erflllt sein.
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2. Das Bestimmtheitsmal? liefert einen allgemeineren Zugang zur Mes-
sung des Zusammenhangs zweier metrisch skalierter Variablen als der
Korrelationskoeffizient, der nur den Grad des linearen Zusammen-
hangs misst.

Im Falle einer linear en Beziehung zwischen y und x gilt:

1. Symmetrie: Byx = Byy
2. Zusammenhang mit Korrelation: Byx =y
was bei nichtlinearer Beziehung nicht gewéahrleistet ist.

Bel nichtlinearer Korrelation ist die Berechnung von My (gem. Def. 7.8) wenig sinn-
voll. Es kann aber +\/B,, oder +| B,y &' Korrelationskoeffizient berechnet werden.

Diese Korrelation ist dann keine Produkt-Moment-Korrelation, sie kann nicht
negativ sein und ist auch nicht notwendig symmetrisch. Ist der Zusammenhang
nichtlinear, so macht esi.d.R. auch nicht viel Sinn zwischen positiver und negativer
Korrelation zu unterscheiden.

3. Zum Begriff "erklarte" Varianz und zum Konzept der "Ursache" (X
alsUrsache fir Y):
"Erklérung" im Sinne der Statistik besteht stets in der Zerlegung der
Varianz einer zu erklarenden Variable Y in einen Varianzanteil B,,,
der auf eine bekannte Variationsguelle X zurtickgefuhrt werden kann
und einen restlichen Anteil U,,, der nicht auf eine explizt
berlicksichtigte, identifizierbare, "erklarende" Variationsquelle U
zurickzufihren ist.

Fir diese "Erklarung" ist es nicht unwichtig, ob Beobachtungs- und
Experimentdaten vorliegen: Nur im letzten Fall besteht a priori eine klare
Unterscheidung, welche Einfluf¥faktoren zu X und welche zu U zu rechnen sind,
weil eine Grofle X bewufdt und kontrolliert (bei Konstanz anderer Grof3en) variiert
werden kann.

4. Im Unterschied zum Korrelationsverhdltnis, das auf die Regressions-
linie Bezug nimmt, ist im Falle des Bestimmtheitsmalies eine Regres-
sionsfunktion, z.B. eine lineare Regressionsfunktion zu schédtzen. Da
dies erst im Kap. 8 gezeigt wird, soll hier kein Rechenbeispiel fir das
Bestimmtheitsmal? betrachtet werden.
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e) Korrelationsverhéltnis und Korrelationskoeffizient bei
klassierter Verteilung

Es mag sein, dass bei Nichtlinearitdt des Zusammenhangs zwischen zwei
metrisch skalierten Variablen X und Y der Produktmoment-Korrelations-
koeffizient r,, den Grad des Zusammenhangs unterschétzt und dass durch

Berechnung eines nichtlinearen Korrelationskoeffizienten (vgl. Bem. Nr. 2
zu Def. 7.10) ein hoherer Grad des Zusammenhangs festgestellt werden
kann (wenn z.B. der Zusammenhang durch Annahme einer parabolischen
statt linearen Beziehung besser erfaldt wird). Im Falle gruppierter oder
klassierter Daten beschreibt die Regressionslinie den Zusammenhang zwi-
schen X und Y in einer Weise, wie es durch keine (wie immer geartete)
nichtlineare Regressionsfunktion besser geschehen konnte. Das Korrelati-
onsverhdtnis n(eta) misst die Gite der Anpassung der Regressiondinie an
die Daten und beruht auf der folgenden V arianzzerlegung.

Satz 7.5: Varianzzerlegung

Mit den m bedingten Mittelwerteny (x;) = y|x=x; gem. Gl. 7.12 lassen sich
die Abweichungen der n; Beobachtungen in der i-ten Klasse bezuglich des
Merkmals X (bzw. in den Féllen, in denen X = x; ist) vom Gesamtmittel-
wert y darstellen als

Yoi Y=Y -V (X) +Y (%) -y

miti =1,2,....m Auspragungen oder Klassen bezlglich X und p = 1,2,...,n,
Beobachtungen in der i-ten Klasse (wenn X die Auspragung x; hat).

Damit gilt auch

(7.29) 2Xy; -y =2E[y, -y ()] + Zny [y (x) - V1.

Summierung Uber alle m Auspragungen oder Klassen der Variablen X und
Quadrierungen der Abweichungen liefert

(7.30) ZX(Y, -V)? Insg(x) + Znly(x)-vyl?
SAQu = SAQu + SAQq

wobel dieinterne Varianz SAQ,/n = Zh; 5 (X;) ein gewogenes Mittel der
bedingten Varianzen (gem. Gl. 7.124a) darstellt.

In Gl. 7.30 ist SAQ die Summe der Abweichungsquadrate. Die gesamte
Summe der Abweichungsquadrate (SAQ,,) l&sst sich aso in eine interne
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und eine externe Summe der Abweichungsquadrate (SAQ,,; und SAQ,,,)
zerlegen. Dividiert man die linke und rechte Seite von GlI. 7.30 durch n, so
erhalt man die Varianzzerlegung:

(7.308) V(Vie) =V¥im) +V(Ve) (V= SAQIN=Varianz). |

Beweis. Zu zeigen ist allein der Ubergang von Gl. 7.29 zu Gl. 7.30. Er ergibt sich durch
Ausmultiplizieren unter Berlicksichtigung von &7 (x) = ntZyZ - [y (x)]2und
aus der Schwerpunkteigenschaft des arithmetischen Mittels. Die Zerlegung der Varianz
(Gl. 7.30a) bzw. der Summe der Abweichungsquadrate (SAQ, Gl. 7.30) wird auch in den
Beispielen 7.12 und 7.13 demonstriert.

Def. 7.11: Korrelationsverhédltnis
Das Korrelationsverhdtnis n (eta) ist der Ausdruck

_ .. [SAQ
(7.31) ny, =+ %‘z‘:

mit den Summen der Abweichungsquadrate SAQ gem. Gl. 7.30.

Bemerkungen zu Def. 7.11:

1. Das Korrelationsverhdltnis ist nicht notwendig symmetrisch, d.h. in
der Regel sind n,, und n,, nicht gleich (vgl. Beispiele 7.12 und 7.13).
Auch kann mit n nicht zwischen positiver und negativer Korrelation
unterschieden werden, denn n ist (wie das Bestimmtheitsmal3) aus ei-
nem Varianzantell abgeleitet: nZ ist der Anteil der durch die
Regres-siondinie erklarten Varianz von Y und entsprechend wird in
N3 eine Zerlegung der Varianz von X vorgenommen.

2. misti.d.R. verschieden vom (linearen) Korrelationskoeffizienten r,,
bei gruppierten (bzw. analog mit x;, y; klassierten) Daten:

(= n IXxying - (Exn)(Eyn))
¥ AR ] [2(y9)7n)]

(7.32)

ey linearer Korrelationskoeffizient bei gruppierten bzw. klassierten Daten

Im Zahler von Gl. 7.32 steht die n?-fache Kovarianz und im Nenner
die Wurzel aus dem Produkt der n-fachen Varianzen von X und Y.
Die Berechnung des Korrelationskoeffizienten wird in Bsp. 7.12 und
7.13 demonstriert.
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Bei klassierten Daten ist anstelle von x; und Y, der jeweilige Klassenmittelwert der i-
ten Klasse bezliglich X, bzw. der j-ten Klasse bezliglich Y einzusetzen.

2. Das Korrelationsverhdtnis ist nicht unabhangig von der Anzahl der Klassen bzw.
"Gruppen” (unterschiedliche Werte x; bzw. yj). Werden nur wenige Klassen
unterschieden z.B. aus Grunden der Rechenvereinfachung im Beispiel 7.14, so ist
die Berechnung von m wenig sinnvoll. Andererseits gilt: Bei vielen schwach
besetzten Klassen kdnnen die bedingten Mittelwerte stark schwanken, weil in jeder
Klasse nur wenige Beobachtungen vorliegen.

Beispiel 7.12:

Man verifiziere die Varianzzerlegung (Gl. 7.30) und berechne die
Korrelationsverhaltnisse und den Korrel ationskoeffizienten rp), fur das Beispiel 7.2!

Losung 7.12:
Es soll der Einfachheit halber nur von Dur (D) und Moll (M) gesprochen werden.

Daten zur Regressiondlinie zur Schatzung von Dur:

wennM |n; [bed.Mittelw. | bedingte Varianz von Dur (D)
10 1 30 Odan;=1
20 2 55 Y5 [(40-55)2 + (70-55)?] = 225
30 4 35 %[(20-35)2 + (30-35)2 +
(40-35)2 + (50-35)2] = 125
40 2 35 %, [(10-35)2 + (60-35)?] = 625
50 1 50 Odan.=1

Man erkennt an der Folge der bedingten arithmetischen Mittelwerte, dass kein linearer
Zusammenhang besteht (esist auch rp),=0).

Berechnung der Summe der Quadrate der Abweichungen SAQ fur Dur:
da das Gesamtmittel D = 40 ist

SAQy = (10-40)2 + (20-40)2 + 2(30-40)2 + 2(40-40)2 + 2(50-40)2 +(60-40)2 +
(70-40)2 = 3000 (so dass wegen n = 10 fiir die Varianz gilt sé = 300).

SAQ = 2225+ 4125+ 2:625= 2200,

SAQe: =  (30-40)2 + 2(55-40)2 + 6(35-40)2 + (50-40)2 = 800.

Man sieht, dass gilt SAQ; = SAQ;; + SAQg, = 3000 = 2200 + 800.
Fir das Korrelationsverhétnis erhalt man dann TIDZM = SAQg,/ SAQ,y; = 800/3000 = 4/15
= 0,267 und folglichist np), =+/4/15 = 0,5164.

Entsprechend erhdlt man mit der Regressionslinie zur Schatzung von Mall:
SAQy = 1200 (s ==120)
SAQ;; = 2100+ 2:25+ 2:100 = 450
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SAQg,; = 100+ 200 + 50 + 200 + 100 + 100 = 750
Es gilt wieder SAQ,; = SAQ;; + SAQg,; = 1200 = 450 + 750.
Korrelationsverhétnis (n MZD = SAQg,/SAQ,qt = 750/1200 = 0,625 und somit nyp =
0,79057 (was ungleich npy, = 0,5164 ist).

Beispiel 7.13:

(Die emanzipierte Fassung von Aufg. 7.2/7.12: Das Experiment einer Dreier-
beziehung und ein neuerliches Beispiel fur konkrete Lebenshilfe durch Satistik)

Nachdem Andrea (A) zwei Jahre mit Charlie (C) ging, haben sie sich “ne echt besitzhafte
Identitét aufgebaut, aus der sich A nun emanzipieren will. Sieist jetzt mehr so auf Bernd
(B) drauf, kann aber noch nicht total auf B einflippen. Und well ihr bisheriger Typ C die
Trennungsverarbeitung erst einmal konkret abgecheckt haben will und das, was zwischen
A und B so lauft emotional noch nicht so auffangen kann, haben sie jetzt ale drei be-
schlossen, das Problem bis spatestens zum néchsten Jahr zu dritt ganz konkret
aufzuarbeiten. In ihrer total fixierenden Art, mit der sie mit jeder Beziehungskiste
umgeht hat A die folgenden Aufzeichnungen gemacht Uber die Tage, die sie im Monat
mit B bzw. C verbracht hatte:

Tage mit C
TagemitB [[0-10  10-20 >20 P
0-10 0 2 4 6
10-20 1 2 0 3
>20 3 0 0 3
) 4 4 4 12

Man verifiziere die Varianzzerlegung (Gl. 7.30) und berechne die
Korrelationsverhaltnisse sowie den Korrelationskoeffizient rg! Als Klassenmittelwerte
sind die Zahlen 5, 15 und 25 anzusetzen.

L6sung 7.13:

Wéhrend Beispiel 7.12 die Berechnung des Korrelationsverhéltnisses bei gruppierten
Daten demonstrieren soll, gilt es hier, Varianzzerlegung und Berechnung des Korrelati-
nsverhdltnisses sowie des Korrelationskoeffizienten bei einer zweidimensionalen klas-
sierten Verteilung zu zeigen.

Parameter der Randverteilungen

Bernd Charlie
Mittel B =125 Mittel C=15
Varianz s3 = 825/12 Varianz s = 800/12,

S0 dass SAQ,, 825 bzw. 800 ist.



226 Kapitel 7: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

Regressionslinie Bernd Regressionglinie Charlie
wenn ||n; | bed.Mit-|  bedingte Varianz der wenn | n; bed. bed.
C telwert | Regressiondliniev. Bernd B Mittelw. | Varianz
5 4 225 |Y{(15-22,5)%+ 5 6 | 130/6 | 133,33/6
3(25 - 22,5)?] =75/4
15 | 4 10 Y{2(5-10)2+2(5 -10)?] 15 3 35/3 22,222
=4100 = 25
25 [ 4 5 0 da alle 4 Beobachtun- 25 3 5 0
gen gleich sind
SAQ;; =75+ 100=175 SAQ;,; = 133,33 + 66,67 = 200

SAQqy = 4(22,5-12,5)%+4(10-12,5)%+4(5-12,5)2 =650  SAQg, = 600 (SAQ,,=800)
SAQtOt = 825 = SAQext + SAQ| nt = 650 + 175

Berechnung der Korrelationsver haltnisse:
Bernd: ngc =/ SAQg/SAQ,, =/650/825 = 0,8876
Charlie: Neg = \/600/800 = \/3/4 =0,8660

Die beiden Korrelationsverhdtnisse sind nicht gleich. Man kann an ihnen auch nicht
erkennen dass eigentlich eine negative Korrelation besteht.

Berechnung des Korrel ationskoeffi zi enten:

Kovarianz sg¢: (550 + 5152 + 5254 + 1551 + 15152 + 15:25:0 + 25:5:3 + 25:25:0
+ 25-:25-0)/12 - 12,5-15 = - 700/12 und da die Varianzen sB,2 =825/12 und 302 =800/12
betragen erhélt man rg = sp/spSc = - 0,86164.

4. Zusammenhang be nicht metrisch skalierten
Variablen

a) Malle des Zusammenhangs und Skalenniveaus
(Ubersicht)

In Abhéngigkeit von dem Skalenniveau der Variablen X und Y gibt es zahlreiche Male
fur den Grad des Zusammenhangs zwischen X und Y (vgl. Ubers. 7.2). Man kann in
dlen Féalen auch von Korrelationen im weiteren Sinne sprechen und die hisher
behandelte Korrelation als "MaRkorrelation” (Korrelation im engeren Sinne)
bezeichnen. Im englischen Sprachgebrauch ist auch "association” ein entsprechender
Oberbegriff, wahrend Assoziation im engeren Sinne nur den Zusammenhang zweier
dichotomer Merkmale bezeichnet. Auf einige der in Ubersicht 7.2 genannten Mal3e des
Zusammenhangs wird in den folgenden Abschnitten eingegangen.
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Ubersicht 7.2:
Male des Zusammenhangs zwischen den Merkmalen X und Y

a) Fallunterscheidung nach dem Skalentyp der beiden Variablen

Variable X
Var.Y nominal ordinal metrisch
nominal 3) 5 4
ordinal 5 2")(2al2b)
metrisch 4 1

*) weitere Fallunterscheidung unter b)
b) Falleim einzelnen und MafRzahlen

1. Beide Variablen sind metrisch skaliert (Fall 1): Mal3korrelation

¢ Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient (Def. 7.8)

e Korrelationsverhdltnis (Def. 7.11)

o Gelegentlich wird auch auf den &lteren, kaum noch gebrauchlichen
Korrelationskoeffizient r. von Fechner in diesem Zusammenhang
verwiesen (vgl. Bem. 3 zu Def. 7.7). Daes aber bei ihm nur auf die
Vorzeichen der Abweichungen vom Schwerpunkt (X,y) bzw. vom
Medianpunkt (X5, Yo5) akommt, pal3t r. eher zur Situation 2b.

2. Dieordinae Abstufung (Fall 2) kann

2a) durch Rangpléatze beschrieben werden (Rangkorrelation).

2b) ohne Rangplétze bestehen:
bei beiden Merkmalen X und Y werden die Auspragungen allein
ordinal unterschieden, etwa x; < X, < X3 Usw.; sie werden nicht
mit [wie immer gefundenen] Zahlenwerten (z.B. Rangplatzen)
codiert (Rangassoziation oder ordinale Assoziation [order asso-
ciation)).

Bem.: Im Falle 2a) sind zwar nicht die Mel3werte x;, X, usw.

(Merkmalsauspragungen) metrisch skaliert, wohl aber die hierfir

verwendeten Rangplétze.

3. Waelitere Fallunterscheidung (Falle 3 und 4)
Nominalskala mit
p > 2 Auspragungen: Polytomie (P),
p = 2 Auspragungen: Dichotomie (D).
Speziell im Falle einer Dichotomie kann man unterscheiden:

D1: Echte Dichotomie (qualitative Unterscheidung),
D2: Dichotomie mit einer zugrundeliegenden Rangordnung (z.B. Unterschei-
dung von gut/schlecht, positiv/negativ usw.),



228

Kapitel 7: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

D3: Dichotomie bei an sich zugrundeliegender Normalverteilung.

*

Y X-Skala
Skala DIUD2 D3 P M) o))
D1/D2 A * K PB RB
D3 * T * B
P K * K

M = metrisch-skaliert

O = ordinal-skaliert

Assoziationsmal3e (Vierfelderkorrelation)

Tetrachorische Korrelation (tetrachoric correlation)
Kontingenzmalle

Biserielle Korrelation (biserial correlation, analog z.B. triseriell
wenn Y als Trichotomie vorliegt)

PB = Punkt-biserielle-Korrelation (point biseria correlation)

RB =Rang-biserieller Korrelationskoeffizient.

A
T
K
B

b) Assoziation und Kontingenz

1

Allgemeines

Konstruktionsprinzipien fur Zusammenhangsmalle

Man kann Assoziations- und Kontingenzmaf3e (Ubersicht 7.2) konstruie-
ren aufgrund folgender Uberlegungen:

a)

b)

d)

Auf »2 basierende Mal3e: Vergleich der Haufigkeiten n;; fir die Kom-
bination (x;,y;) der Merkmale X und Y mit den zu erwartenden Hau-
figkeiten bei Unabhangigkeit [Def. 7.5] (sind sie gleich, so liegt kein
Zusammenhang vor).

Préadikationsmal3e: Liegt ein Zusammenhang zwischen X und Y vor
(also keine Unabhangigkeit), so ist bel Kenntnis der Verteilung von X
die Verteilung von Y (bzw. umgekehrt) "besser" vorauszusagen als
ohne Kenntnis.

Man kann die Haufigkeit konkodanter und diskonkodanter Merkmals-
kombinationen vergleichen, was bei Nominalskalen ohne jede dahin-
terstehende Rangordnung nicht sinnvoll ist, wohl aber z.B. bei Dicho-
tomien im Sinne von D2/D3 der Ubers. 7.2 (also in der Assoziations-
analyse).

Speziell in der Assoziationsanalyse: Berechnung von r,,, der Produkt-
Moment-Korrelation (Def. 7.8) fur mit O und 1 codierte Variablen X
und Y ("Vierfelderkorrelation” [vgl. Def. 7.16]).
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Normierungsprobleme

Waéhrend die Untergrenze aller Mal3e des Zusammenhangs eindeutig ist
und durch Unabhangigkeit (Def. 7.5) gegeben ist, macht es Schwierigkei-
ten, einen "maximalen” Zusammenhang zu definieren und so Kontingenz-
und Assoziationsmalie auf den Wertebereich von O bis 1 oder -1 bis+1 zu
normieren.
Abhangigkeit (Unabhangigkeit) besteht in der Unterschiedlichkeit
(Gleichheit) der bedingten Verteilungen. Aber:

e eine maximale Unterschiedlichkeit ist nicht eindeutig definiert;

o wahrend Unabhangigkeit eine symmetrische Eigenschaft ist, muss

diesfur die Abhéngigkeit nicht gelten.

Axiomatik

Fur ein Assoziations- oder Kontingenzmal3 (AK) sollte gelten

A1/K1 Das Mal} AK sollte dann und nur dann den Wert AK = 0 anneh-
men, wenn die beiden Variablen unabhangig sind.

A2/K2 Bei einer genau definierten "maximalen Abhangigkeit" sollte AK
die Obergrenze AK = +1 annehmen. Diese Obergrenze ist im
Falle der Assoziation, nicht aber in dem der Kontingenz eindeutig
definiert.

A3/K3 Das Mal3 AK sollte nicht invariant sein gegeniber einer Ver-k-
fachung von einzelnen Zeilen oder Spalten.

A4/K4 DasMal3 AK sollte von der Gesamtzahl n der Beobachtungen un-
abhangig sein.

Durch eine Ver-k-fachung der Haufigkeiten einer einzelnen Zeile (oder Spalte) andert
sich die entsprechende bedingte Verteilung nicht, wohl aber die Abhéngigkeit zwischen
den Merkmalen, was im Fall der Assoziation durch Hinweis auf die Regressionsanalyse
gezeigt werden wird. Es gibt MalRe, die invariant sind gegeniber einer solchen
Verénderung der Haufigkeiten. Im Unterschied hierzu soll eine Ver-k-fachung aller
Héaufigkeiten nach A4/K4 das Mal3 AK nicht verandern.

Beispiel/L 6sung 7.14:

Man kénnte von "vollstandiger Abhangigkeit" der Variablen Y von der Variablen X
(oder von einem "maximalen Zusammenhang" zwischen den Variablen X und Y)
sprechen, wenn aus der Verteilung von X eindeutig die Verteilung von Y hervorgeht und
umgekehrt, wie dies bei der folgenden Tafd 1 der Fall ist. Es ist klar, dass dieses
Konzept eines "maximalen Zusammenhangs' nur Sinn macht bel quadratischen
Kontingenztafeln. Da fir X und Y nur Nominalskalen vorausgesetzt werden, mifite der
Grad der Abhangigkeit gleich bleiben wenn Zeilen und Spalten permutiert oder auch
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zusammengefasst werden. Es miiften also die folgenden vier Tafeln jeweils die gleiche
Kontingenz (als Grad der Abhangigkeit) aufweisen:

Tafel 1 Tafel 2
Vi Yo |¥s|S Yo |1 |Ys |Z
x;, 120 [0 |o [20 x- |0 |0 |50 |50
x, |0 |30 |0 [30 x, |30 |0 |0 |30
x. |0 |0 |50 |50 x;, |0 |20 [0 |20
3 20 |30 |50 (100 3 30 (20 |50 |100

Kontingenzmal3e betrachten i.d.R. die Tafeln 1 und 2 als gleichwertig und sie nehmen
jeweilsihren maximalen Wert 1 an, nicht dagegen in den Félle der Tafel 3 und 4.

Tafel 3 Tafel 4
Yity |Y2 |2 Yity Y2 |2
% |50 | 0]%0 s | 50 |30 | 80
x, |20 | 0] 20 X, 20 | 0 | 20
Xy 0 30 | 30 3 70 30 100
3 70 30 {100

3. Kontingenzmalle

a) auf den Vergleich mit der Unabhangigkeit basierende Malde

Sind die Merkmale X und Y Polytomien, also Nominalskalen mit jeweils
zwel und mehr Auspradgungen, so kann man die Grofie Chi-Quadrat (y2)
berechnen. Sie beruht auf einem Vergleich der beobachteten Haufigkeiten
n; mit den (bei Unabhangigkeit) zu erwartenden Haufigkeiten f;;.

Def. 7.12: Chi-Quadr at

Mit den beobachteten Haufigkeiten n; (n = £Xn;) und den bel Unabhan-
gigkeit [Def. 7.5] zu erwartenden Haufigkeiten f; ist die Grofe Chi-Quar
drat (y2) de-

finiert as

(7.33) x2=Zx(ny; - )2 mitfy=nn/n  (i=12..,rundj=12,..,)

Bemerkungen zu Def. 7.12:

1. Die Grof3e y2 selber ist nicht als Kontingenzmal? geeignet, weil sie di-
rekt von der Anzahl der Beobachtungen abhéngt. Eine Ver-k-fachung
aler Haufigkeiten fuhrt auch zu einem k-fachen Wert von #2.
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2. Einflu® hat auch die Anzahl r der Zeilen (rows) und c der Spalten
(columns) der zugrundeliegenden Kontingenztafel (i = 1,2,...,rund j =
1,2,...,0).

3. Die Punkte 1 und 2 haben die Konstruktion einiger auf y2 basierender Kontingenz-
malRe angeregt (Def. 7.13), die wegen #2 stichprobentheoretisch gewisse Vorteile
haben, andererseits aber kaum anschaulich interpretierbar sind. Es gibt deshalb auch
Kontingenzmal3e, die einem anderen Konzept folgen (Def. 7.14).

4. Aus der Definition von #2 (Gl. 7.33) folgt, dass 2 bei Unabhéngigkeit den Wert
Null annimmt und in allen anderen Fallen gréf3er als Null ist.

5. Die Quadrierung in der GroRe 42 ist damit zu motivieren, dass die Zeilen- und Spal-
tensumme der einfachen Abweichungen jeweils verschwindet, denn:

(7.33q) ;(nij -fij) = JZ(nij -fij) = Iz JZ(nij -f) =0

Der Zusammenhang wird im Beispiel 7.15 demonstriert.

Def. 7.13: auf Chi-Quadrat ber uhende K ontingenzmafle

(7.34) ¢ =+/cn Phi-K oeffizient

$2 = x2/n heisst auch mittlere quadratische Kontingenz

(7.35) C=+/c¥/(c2+n) Kontingenzmal von Pearson

so dass C2 = ¢2/(p2+1)

(das ist das unnormierte Kontingenzmal3 von Pearson, das maximal den Wert
Crax = \/(m—l)/m mit m = min(r,c) annimmt; der auf den Wertebereich [0,1]
normierte Kontingenzkoeffizient von Pearson lautet:

.__C mC? .
7353 C =~—= — 5 0<C <1
( ) Cmax (m-l)(02 + n)

(7.36) T2= Zzl[n-\/(r-l)(c-l)] T: Kontingenzmal? von Tschuprow
(7.37) V2= #2[n-min(r-1,c-1)] V: Kontingenzmaf3 von Cramer

Folgerungen:
e bei einer quadratischen Tabelle (r=c) ist T =V
e bei einer Vierfeldertafel [Def. 7.15], d.h. bei r = ¢ = 2 (Assoziation)
itT=V=¢pundC =+/2f2/(f2+1) mit0< C < 1.

Beispiel 7.15:
Man bestimme die Kontingenzmal3e der Def. 7.13 fiir die vier Tafeln von Bsp. 7.14!
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L6sung 7.15:

Die Bestimmung der Tafel bei Unabhéngigkeit gem. Def. 7.5 (auch "Indifferenztabelle”
genannt) und damit der GroRe y2 wird fir Tafel 1 ausfuhrlich gezeigt:

empirische erwartete
(beobachtete) Haufigkeiten n; (bei Unabhangigkeit) Haufigkeiten fij
Yi Y2 [Ys |Z Yi Y2 [Ys |Z
x, |20 | 0 [0 [20 x, | 4] 6 [10 [20
x, | 0 |30 | 0 [30 x, | 6| 915 |30
X2 0 0O [50 |50 Xa 10 | 156 | 25 | 50
Y 20 |30 |50 |100 3 20 | 30 | 50 |100

Damit erhalt man die Abweichungen ny; - f;;

(womit auch Gl. 7.33averifiziert ist) y2 ergibt sich nun

Yi | Yo | VY3

X, | 16 | -6 | -10 durch Summierung der Grofen (n; - fij)zlfij Uber alle

X5 6 21 | -15 Zeilen und Spalten.

xg | -10 [ -15 | 25

ool ol oM

slo[o]o

Fur Tafel 1ist also 2 = 200. Mit n = 100 und r=c=3 erhdlt man auRerdem ¢ =+/2, T=V
= 1 ferner C = Cppp =\[2/3.

Fur Tafel 2 erhd@lt man die gleichen Ergebnisse wie fir Tafel 1 und fur Tafel 3 ergibt sich
¥2=54,857,d =V =0,74065, T = 0,62282, C = 0,59518.

Fir Tafel 4ist ¥2=10,7143und ¢ = T =V =0,32733 und C = 0,31109.

b) Pradikationsmalle der Kontingenz (Konzept der Fehlerreduktion)

Eine Alternative zu der wenig anschaulichen Grof3e x2 ist eine Klasse von
Mal3zahlen, die auf dem Konzept der Fehlerreduktion beruhen und von
Leo A. Goodman und William H. Kruskal (1954) in die Diskussion ge-
bracht wurden. Danach sind X und Y dann "korreliert”, wenn es gelingt,
bei Kenntnis des Merkmalswertes x,, der v-ten Einheit, deren Wert y,, bes-
ser (mit geringerem Fehler, mit grofRerer Treffsicherheit) vorherzusagen
as ohne Kenntnis von x,. Aus dieser Definition des "Zusammenhangs'
zwischen X und Y, bzw. der Abhangigkeit der Variablen Y von X

Y hangt von X in dem Mal% ab, in dem Kenntnis Uber X die
Unsicherheit Uber Y reduziert

folgt auch, dass Zusammenhang nicht notwendig eine symmetrische Rela-
tion ist. Die Maf3e von Goodman und Kruska nach dem Konzept der pro-
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portionalen (=relativen) Fehlerreduktion (proportional reduction in error
PRE) sind asymmetrische K ontingenzmalie. Sie setzen voraus:

1. en Konzept (ein Mald) fur den Fehler der Vorhersage unter Beriick-
sichtigung des Skalenniveaus,

2. ene (i.d.R. fur beide Félle a und b identische) Vorhersageregel fur
die Vorhersagevon Y durch X
a) ohne Kenntnis von X (aus der Randverteilung von Y)
b)aufgrund der (durch X) bedingten Verteilungen von Y (also mit

Kenntnis von X) und
3. enMalfur das Konzept der "Fehlerreduktion”.
Die Konstruktion von Kontingenzmal3en aufgrund bestimmter Festlegungen zu diesen

drei Punkten soll anhand des folgenden Beispiels demonstriert werden. Dargestellt
werden die Koeffizienten

e |ambda (4) der optimalen (modalen) Vorhersage und
e tau (7z) der proportionalen Vorhersage

von Goodman und Kruskal, wobei sich A und T nur durch die Vorhersageregel (Punkt 2a
und 2b) unterscheiden.

Beispiel 7.16:

Entwicklung und Demonstration der Mal3e von Def. 7.14

Anhand der folgenden 3x4 Kontingenztafel (mit absoluten Haufigkeiten
n;) sollen die Mal%e A und t hergeleitet werden.

Yi Yo Y3 |Ya [X
Xq 9 1 ]2 |13 |25
X, 6 [19 | 6 |15 |46
X2 6 | 5 |10 | 8 |29
> |21 |25 |18 |36 |100
Die Zahlen sind so gewahlt (n=100), dass eine Umrechnung in relative
Haufigkeiten sehr einfach ist.

Zulund 2a

Vorhersage von Y ohne Kenntnisvon X (Vorhersageregel/-fehler)

a) optimale (modale) Vorhersage [A]
100 Einheiten, deren y-Wert unbekannt ist werden vollsténdig der
haufigsten (modalen) Auspragung y, zugeordnet: damit werden 36
Einheiten richtig und 64 Einheiten falsch zugeordnet. Der Vorhersa-
gefehler ist somit:
E,=1-p,=1- max p,; = 0,64.

b) proportionale Vorhersage [7]
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100 Einheiten, deren y-Wert unbekannt ist werden proportional zu den
Haufigkeiten der Randverteilung zugeordnet, also 21 iny,, 25iny,
usw. Der Vorhersagefehler ist somit:

0,21:0,79 + 0,25-0,75 + 0,18-0,82 +0,36:0,64 = 0,7314
Fi=2p;(1-p)=1-%(p;)?=0,7314.

Zu 2b:

Vorhersage von Y mit Kenntnis von X, also aufgrund der bedingten Ver-
tellungen von Y (Vorhersageregel/-fehler)

a) optimale (modale) Vorhersage [A]
Die Einheiten werden jewells vollstandig der bei gegebenem Wert von
X haufigsten Ausprégung von Y zugeordnet. Der Vorhersagefehler ist
somit:
bei X =x,:0,25-0,13=0,12,
bel X =x,: 0,46 - 0,19 = 0,27 usw. insgesamt also
E,=Zi[p.- max1j(pij)] =1-3 mjax(pij) =0,38.

b) proportionale Vorhersage [7]
Die Einheiten werden proportional zu den Haufigkeiten der bedingten
Verteilungen zugeordnet. Der Vorhersagefehler ist dann: bei X = x;:
9/25-16/25 + 1/25:24/25 + 2/25-23/25 + 13/25-12/25 = 0,592
oder allgemein:

f= 2(py/Pu) (L - pyfpr) = 1 - 2(pyfpy)?
entsprechend bei X = x,: f,=1->(py/p,)? = 0,689 usw.
(f;=0,7325) |
Der gesamte Fehler ist dann:
F=Zp -fi=Zp[1-%@E/p)]=1- % (pP)Ip) -
(im Beispiel F, = 0,67737).

Zu3:

Konzept der proportionalen (relativen) Fehlerreduktion
a) optimale Vorhersage [ 4] b) proportionale Vorhersage [ 7]

Ergebnis:
A =(E1- E2)/E1 Ty

Xy

, =(FL-F2)F1
= (0,64 - 0,58)/0,64 = (0,7314 - 0,67737)/0,7314
= 0,09375 = 0,07387
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Def. 7.14: Kontingenzmal3e von Goodman-K ruskal

Nach Umformungen erhdlt man fir die asymmetrischen Kontingenzmal3e
A und T mit den relativen Haufigkeiten p; = ny/n und mit den absolu-

ten Haufigkeiten

a) Koeffizient der optimalen Vorhersage 4

aa) Vorhersagevon Y durch X
2 mjax(pij) - mjax(p‘j) 2 mjax(nij) - mjax(n‘j)

7.38 Ay =
(7:39) Y 1-max(p,;) n—max(n;)
J J

ab)Vorhersage von X durch Y

. - Z; miax(pij)_ miax(pi-) ~ 2 miax(nij)_ miax(ni,)
T3 o = ey nomax(n,)

b) Koeffizient der proportionalen Vorhersage r

ba)Vorhersage von Y durch X

SEp;lp. - 2P’ _ nzzn; /. —n
1-3p3 n® —zni

(7.39) Ty =

bb)Vorhersage von X durch Y

_2%pi/pj-2pl nEEni/n;-zn?
(738991, = g =
p? n? —xn?

Bemerkungen zu Def. 7.14:

1. Esist offensichtlich, dass A und T asymmetrisch sind, also die Abhan-
gigkeit nicht vertauscht werden darf.

Im Beispiel 7.16 erhdlt man
Xxy =0,09375 und T,y = 0,07387 aber

Ayx = 0,26563 und T,, = 0,11601
(Zwischenergebnisse bei ny: E1=0,64 und E2 = 0,47
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bzw. bei T, F1=0,6418 und F2 = 0,56734)

2. AusGl. 7.39 folgt unmittelbar, dass T bei Unabhangigkeit (wenn p; =
p,p; fir alleWertevoni und j) den Wert Null annimmt. Man kann

zeigen, dass dies auch fur A der Fall ist. Unabhangigkeit ist aber nur
eine notwendige, nicht eine hinreichende Bedingung fir das Ver-
schwinden von A.

Die folgende K ontingenztafel

Y1 Y2 Y3 >
x; |20 [40 |10 [70
x, |10 [15 [5 |30
> 30 55 15 100

fuhrt zu Ay = Ay =0 obgleich keine Unabhangigkeit vorliegt (Ubrigensist Ty =
0,002849 und t,, = 0,00433 also nicht Null).

Das Beispidl ist so konstruiert, dass alle Zeilenmaxima in Spalte 2 und
ale Spaltenmaximain Zeile 1 sind.

3. Esistleicht zu sehen, dass A und t dann den Wert 1 annehmen, wenn
jede Zeile und jede Spalte einer quadratischen Kontingenztafel mit nur
einer Haufigkeit besetzt ist, wie diesin Tafel 1 von Bsp. 7.15 der Fall
ist [was oben als "vollstéandige Abhangigkeit" bezeichnet wurde].

4. Zu weiteren Eigenschaften von T und A (im Spezialfall der Assoziati-
onsanalyse) vgl. Bem. 8 zu Def. 7.16.

5. Als ein Mal3 der proportionalen (relativen) Fehlerreduktion konnte
man auch interpretieren:

e das Quadrat des Korrelationsverhaltnisses, wobei als Fehler E1 (oder F1) die
Summe der Abweichungsquadrate SAQ,,, und as Fehler E2 (oder F2) SAQ;
auftritt;

e dasBestimmtheitsmal? (im Falle linearer Regression) By~ rxzy.

Das legt den Gedanken nahe, dass nicht A (t) sondern die Wurzel von A (bzw. T)

eigentlich das Kontingenzmal3 sein sollte.
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3. Assoziation Vierfelderkorrelation

a) Dichotome Merkmale

Von Assoziation spricht man, wenn X und Y dichotome (bindre) Merk-
male sind. Man kann dann wie folgt codieren:

a { 0 wenn eine bestimmte Eigenschaft nicht vorhanden ist
=11 wenn diese Eigenschaft (das Attribut) vorhanden ist
und entsprechend ist Y als 0-1-Variable gegeben (d.h. es gibt nur die bei-
den Auspragungen y=0 und y=1).

Man kann auch codieren: ja (1), nein (0) oder "+" (fUr 1) und "-" (fir 0), um anzuzeigen,
dass lediglich danach unterschieden wird, ob eine Eigenschaft (ein "Attribut") gegeben
ist oder nicht gegeben ist.

Def. 7.15: Vierfeldertafel

Die zeilenweise (spaltenweise) Anordnung des dichotomen Merkmals X
(Y) mit den Haufigkeiten a,b,c,d (statt n;;,n;,,n,,n,,) in der folgenden Art

Variable Y
Variable. X y=1 y=0 )
x=1 a b atb
x=0 C d c+d
) atc b+d n

heil}t Vierfeldertafel (oder Assoziationstafel; vgl. Bsp. 7.1 fur Tafeln die-
ser Art).

b) Bedingte Mittelwerte, Unabhangigkeit, Regressionsgeraden

1. Mit der Codierung als 0-1-Variablen sind Mittelwerte und bedingte
Mittelwerte as relative Haufigkeiten (bzw. bedingte relative Haufig-
keiten) zu interpretieren:

_1(atb) + O:(ctd) atb
X= n ~n

(7.40)

(7.41) x(y) =al(a+c) und X (y,) =b/(b+d) |

Entsprechendes gilt fir den unbedingten Mittelwert y und fir die
bedingten Mittelwerte y (x;).

2. Die Punkte Px,[a/(a+c),1] und Px,[b/(b+d),0] stellen im x,y-Koordina-
tensystem die bedingten Mittelwerte x (y;) (mit j=1,2) dar. Ihre lineare
Verbindung stellt die Regressionslinie zur Schatzung von x aufgrund
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von y dar. Well es sich nur um zwei Punkte handelt, ist es eine Re-
gressionsger ade und es 18sst sich zeigen, dass diese mit der im Kap. 8
eingefiihrten Regressionsgeraden X identisch ist. Entsprechend ist die
Regressionsgerade  § durch die Punkte Py,[1,&(atb)] und
Py,[0,c/(c+d)] gegeben. In Abb. 7.5 sind die Regressionsgeraden fir
ein Zahlenbeispiel dargestellt.

Abb. 7.5: Regressionsgeraden fur das Beispiel 7.17

1

1

v
\ \~<>
=
\

05{ ..-=7 0,5 051 _.--=7"

<

3. Die Unterschiedlichkeit der bedingten Mittelwerte ist Ausdruck der
Abhangigkeit der Merkmale untereinander. Bei Unabhangigkeit (Def.
7.5) gilt:

X (Y) =X (y) =x undy (x;) =y (X)) =Y.
Hieraus folgt al's Bedingung fir die Unabhangigkeit
(7.42) ad=hc. |

Weil die Merkmale X und Y hier nur zwei Auspragungen haben, kann die
Abhéngigkeit nur linear sein, weshalb hier zwischen Unabhéngigkeit und
Unkorreliertheit (keine Assoziation) nicht unterschieden werden kann.

¢) Normierung eines A ssoziationsmal3es

Ein Assoziationsmal3 A soll bei Unabhangigkeit den Wert Null annehmen.
Die Obergrenze des Betrags von A ist dagegen nicht eindeutig. Besteht
zwischen den Auspragungen eine Ordnungsrelation etwa dergestalt, dass
X; > X, und y; >y, (Dichotomien mit dahinterstehender Rangordnung), so
kann auch sinnvoll zwischen positiver und negativer Assoziation unter-
schieden werden. Es sollte dann gelten:

(7.43) -1<A <+1.

Man kann dann unterscheiden (nach M.G.Kendall):
total association b=c=0
total disassociation a=d=0
complete association b=0oderc=0
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complete disassociation a=0oderd=0

Es soll im folgenden von totaler bzw. vollstandiger Assoziation bzw. Di-
sassoziation gesprochen werden.

o Bel totaler Assoziation bzw. Disassoziation nehmen jeweils beide bedingten Mittel-
werte (bedingte relative Haufigkeiten) einer Regressionsgeraden die Werte Null
und Eins an.

o Bei vollstdndiger Assoziation bzw. bei vollsténdiger Disassoziation nimmt jeweils
nur einer der beiden Endpunkte einer Regressionsgeraden die extremen Werte Null
und Eins an.

Die Funktionen der beiden "Regressionsgeraden” lauten:
c a ¢
(49 =it | a5 oo X
und
b a b
(7.45) X = brd” [g - m} y.

Zur Gestalt der Regressionsgeraden in den beschriebenen Féllen vergleiche man Abb.
7.6. Dabel zeigt sich, dass es durchaus sinnvoll ist, totale und vollstandige Assozia
tion/Disassoziation als unterschiedlich anzusehen.

Abb.7.6: Dichotome "Regression”

1: dlgemeiner Fall; 2: Unabhangigkeit; 3: totale Assoziation 4: totale Disassoziation, 5/6;
vollstdndige Assoziation; 7/8: vollsténdige Disassoziation

Y| S Y| Y| Y|
2) : 3) 4)

-y

X X b=c=0 X a=d=0 X

a=0 X c=0 X b=0 X d=0 X

d) Axiomatik fir Assoziations- und Kontingenzmal3e

Die unter c) getroffenen Aussagen Uber den Wertebereich eines Assoziati-
onsmalies fuhren zu dem Gedanken, auch hier eine Axiomatik anzugeben
(vgl. Seite 222f). Fur das Assoziationsmald A sollte speziell die Forderung
A2 noch wie folgt spezifiziert werden:
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A2: |st totale Assoziation gegeben, so sollte A = +1 sein. Bei geordneten
Auspragungen x; > X, und y; >y, sollte auch Assoziation und Di-
sassoziation unterscheidbar sein und bel totaler Disassoziation den
Wert A = -1 annehmen.

Die Axiome A1, A3 und A4 (vgl. Seite 222f) sind auch bei KontingenzmalRen sinnvoll
zu fordern. Ein Assoziationsmald kann sehr wohl invariant sein gegenlber einer Ver-k-
fachung aller Haufigkeiten, gleichwohl aber A3 nicht erfillen (Das gilt z.B. fir das Mai3
Q, vgl. Gl. 7.50).

Def. 7.16: Einige Assoziationsmalie

a) Diein Def. 7.13 zusammengestellten Kontingenzmale haben im spe-
ziellen Fall einer Vierfeldertafel die folgende Gestalt:

ab - cd 2
N C R GG A

heisst Phi-K oeffizient oder Vierfelderkorrelation.
Esgilt ¢ = T = V. Das Kontingenzmal3 von Pearson ist speziell bei

2
zwei dichotomen Merkmalen mit C = -\ /f2f+ kein sinnvoller Aus-
druck.

b) Vorgeschlagen wurde auch

(7.47) |xy|=(ad - bc)/n2 Kreuzprodukt von Lazarsfeld
(7.48) cpr =ad/bc Kreuzproduktverhdtnis
(7.49) o, =adl(atc)-b/(b+d) und

(7.499) 5, =al(atb)-c/(ctd) (diesog. Anteilsdifferenzen)

Offenbar ist ¢ =+/d d, und die Antalsdlfferenzen 9, und 3, sind die
Steigungen der Regr jonsgeraden X und §.

c) Auf dem Vergleich konkodanter und diskonkodanter Merkmalskom-
binationen (Paare) beruht das Assoziationsmald Q von Yule

_ad-bc cpr-1
(7.50) Q'ad-bc'cpr+1 :

sowie der Verbundenheitskoeffizient von Y ule (coefficient of colliga-
tion):

_AJad-+/bc
(7503.) Y_'\/a_d+'\/R ,
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der nur von geringer Bedeutung ist, da er nur eine monotone Trans-
formation von Q darstellt.

d) Ohne Bedeutung fir die Assoziationsmessung sind die in Def. 7.14

definierten Kontingenzmal3e von Goodman und Kruskal.

Bemerkungen zu Def. 7.16:

1

Bei einer Codierung von X und Y mit den Variablenwerten O und 1 ist
das Kreuzprodukt [xy| die Kovarianz zwischen X und Y. FUr Varian-
zen gilt £ = (at+b)(c+d)/n2 und £ = (at+c)(b+d)/n2, so dass ¢ nichts an-
deres ist s der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient r,, fur den
Fall einer 0-1-Codierungvon X und Y.

Bedeutet x = 1 (y = 1) das Auftreten des Ereignisses A (bzw. B) so ist [xy| die Ab-
weichung von der stochastischen Unabhangigkeit |xy| = JAB| = P(AB) - P(A)P(B).
Als Kovarianz hat das Kreuzprodukt den Wertebereich -1/4 < |xy| < +1/4. Die
Schreibweise [xy| oder |[AB| beruht darauf, dass diese GrofRe die Determinante der
Vierfeldertafel (mit relativen statt absoluten Haufigkeiten, bzw. mit Wahrscheinlich-
keiten) darstellt. Das Kreuzprodukt spielt in der "Latent Structure Analysis' eine
grof3e Ralle.

Y ules Assoziationsmall Q erfiillt die Axiome Al und A4. Es nimmt aber die extre-
men Werte +1 bzw. -1 nicht nur im Falle totaler, sondern auch vollsténdiger Asso-
ziation bzw. Disassoziation an. Q erfillt also A2 nicht (vollstéandig) und auch A3
nicht.

Die drei Vierfeldertafeln von Beispiel 7.17 fihren ale zum gleichen Wert von Q =
5/9 und auch zum gleichen Kreuzproduktverhéltnis cpr = 3,5, obgleich die Phi-Ko-
effizienten unterschiedlich sind.

Aus Gl. 7.46 folgt, dass bei Ver-k-fachung aller Haufigkeiten y2 auch k-mal so gro3
ist wie bisher, so dass y2 das Axiom A4 nicht erfiillt. x2 hat jedoch sehr giinstige
Aggregationseigenschaften, weil es in beliebige Teilsummen aufzuspalten ist.
AuRerdem sind %2 und ale auf y2 basierenden Male invariant gegeniiber
Vertauschungen von Zeilen und Spalten.

Die mit den Axiomen A1l und A2 geforderte Normierung des Wertebereichs wird
vom Kreuzprodukt nicht erfillt: Die Grenzen des Intervalls -1/4 < |xy| < +1/4
werden nur erreicht bel totaler Assoziation und wenn die Varianzen von X und Y
jeweils 1/4 (also maximal) sind, also a=d bzw. b=c betragt.

Zum Kreuzproduktverhdltnis: Es ist nichtnegativ und es gilt 0 < cpr < 1 bei Disas-
soziation, cpr = 1 bei Unabhéangigkeit und 1 < cpr < o bei Assoziation. Schon bel
vollstdndiger Disassoziation ist cpr = 0.
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7. Wegen der Abhangigkeit von 2 gilt fiir C die Einschrankung: 0 < C < \/1/2, mit
der Obergrenze\/ 1/2 bei totaler Assoziation oder Disassoziation.

8.  Ubertragt man die KontingenzmalRe von Goodman und Kruskal (Def. 7.14) auf den
speziellen Fall der Assoziationsanalyse (r=c=2) so ergeben sich komplizierte Aus-
dricke. Die Mal3e haben auch erhebliche Nachteile: A kann auch ohne Unabhéngig-

keit den Wert Null annehmen, andererseits sind A und T zwar bei totaler, nicht aber
bei vollstandiger Assoziation 1, wie die folgenden zwei Tabellen zeigen:

y1=1|y,=0 | ¥ y1=1 |¥,=0 |
X1=1 4 2 6 X1=1 7 1 8
X,=0 3 1 4 X,=0 0 2 2
> 7 3 10 3 7 3 10
Ay =ty =0 Mgy =203, Ay =12
dagegen ¢ = 0,0891 und (vollstandige Assoziation)
Tyy = 0,00794 = 17126 = T, Tyy = 058333 =7/12 =1,

Man kann zeigen, dass T bei einer Vierfeldertafel stets symmetrisch ist.

Beispiel 7.17:

Man berechne die Assoziationsmalle der Def. 7.16 (a-c) sowie die Regressionsgeraden
fir die folgenden drei Vierfeldertafeln:

Tafel 1 Tafel 2 Tafel 3
y=11y=0 |¥ y=11y=0 |X y=11y=0 | %
x=1 |70 |30 |100 x=1| 7 | 30| 37 x=1| 70 | 30 | 100
x=0 |40 |60 |100 x=0| 4 | 60 | 64 x=0| 4 | 6 | 10
Y  [110 {90 |200 Y 11 | 90 | 101 ¥ 74 | 36 | 110

Welche Besonderheiten gelten flr das Assoziationsmal3 Q sowie das Kreuzproduktver-
haltnis (cpr)? Wie reagiert %2 bei einer Verdoppelung aller Haufigkeiten der Tafel 1?

Losung 7.17:
1) AlsMuster jewells die Berechnung fir Tafel 1
Q = (70-60-30-40)/(70-60+30-40) = (4200-1200)/(4200+1200) = 5/9
cpr = 4200/1200= 3,5
Phi-K oeffizient ¢ = (70-60-30-40)//100-100-110-90 = 0,30151
x2=n¢? = 200/11 = 18,182 und C =~[1/12 = 0,288675
Regressionsfunktioneny = 0,4 + 0,3x und X = 1/3 + (10/33)y
daraus folgt: Anteilswertdifferenzen 8, = 10/33 und &, = 0,3 sowie fur den Phi-Ko-

effizienten ¢ =+/d, dy =14/30/330 = 0,30151.

2) Berechnungen fir Tafel 2 und Tafel 3:
Q,=Q3= 5/9 (= Ql)
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cpry = cprg = 3,5 (= cpry).
Es fallt also auf, dass Q und cpr invariant sind gegentiber proportionalen Transfor-
mationen einzelner Zeilen und Spalten, was fiir die Ubrigen Assoziationsmale nicht
gilt:

$o =0,195935 (# $;=0,3015) ¢ = 0,183804

x%, = 3,87746, 125 = 3,71622 und C, = 0,192289, C, = 0,18078

Regressionsgeraden und Anteilsdifferenzen:

Tafe 2 Tafel 3

¥ = 0,0625 + 0,1267x ¥=04+0,3x

X =13+ (10/33)y X =5/6 +0,1126y

8, = 0,1267 &,,=10/33 8,3=03 8,3=0,1126

3) Veréanderung von 2 bei Verdoppelung der Haufigkeiten:

Tafe 1 Tafd la
y=1| y=0 ) y=1| y=0 )y
x=1| 70| 30| 100 x=1| 140 60| 200
x=0| 40| 60| 100 x=0| 80| 120| 200
| 110| 90| 200 Y| 220| 180| 400
¥2=200/11 = 18,1818 %2 = 400/11 = 36,3636
»?=111 $?=1/11

Verdoppelung der Haufigkeiten fuihrt auch zu einer Verdoppelung von 2, 1asst aber den
Phi-K oeffizienten unberhrt.

Beispiel 7.18:
Man berechne ¢ sowie Goodman Kruskals A fur die folgenden Vierfeldertafeln!
y1=1| y,=0 )y y1=1| y,=0 )
x=1] 4] 6| 10 x=1| 4] 7] 11
x,=0| 7| 5| 12 x,=0| 6| 5| 11
s 1| 11| 22 v| 10| 12| 22

L 6sung 7.18:

Man erkennt, dass die rechte Tafel nur die transponierte linke Tafel ist. Firr A erhalt man
fur die linke Tafel 7ny = 1/30 = 0,0333 und ny = 1/30. 7ny der linken Tafel ist
gleich A, der rechten Tafel. Man erhélt also stets den gleichen Wert 1/30 fir A. Das
gleiche gilt fur ¢, das ohnehin symmetrisch und deshalb fir die linke und rechte Tafel
gleichist, namlich ¢ = 0,18257.
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c) Rangkorrelation, Zusammenhang bei ordinalskalierten
Variablen

1. Rangkorrelation

Verzichtet man auf eine Metrik und nutzt nur die Ranginformation in den
Tupeln (x,, y,) oder liegen nur ordinalskalierte Variablen vor, die in eine
Rangskala transformiert werden kénnen, so lassen sich Rangkorrelations-
koeffizienten berechnen. Man kann dann nicht mehr von einem linearen
Zusammenhang sprechen, sondern von einem Zusammenhang, der (bei
Rangkorrelation) linear in den Réngen R(x,), R(y,) ist. Bei der Rangasso-
ziation werden keine Range vergeben (Def. 7.17), der Zusammenhang ist
dann monoton.

Def. 7.17: Rangtransfor mation

Der zweidimensionalen Variable (X,Y) mit den der Grél3e nach geordne-
ten Ausprégungen x,, y, werden Rangzahlen mit R(x,) = v und R(y,) = v
zugeordnet.

Bemerkungen zu Def. 7.17:

1. Die Definition der Rangzahlen setzt voraus, dass X und Y
mindestens ordinalskaliert sind und ale Ausprégungen
verschieden sind, so dass X, < Xy < Xy (Und die Ordnung
der y-Werte
entsprechend definiert ist). Die Rangzahlen (Range) sind
natlrliche Zahlen.

2. Sind die Auspréagungen nicht jeweils alle verschieden, d.h. treten Bin-
dungen (ties) auf, so wird jewells k gleichen Werten das arithmeti-
sche Mittel der auf sie entfallenden Rangzahlen zugeordnet.

Be|SpIe| Bei X(l) < X(Z) < X(3) = X(4) = X(5) < X(6) = X(7) erhalten die 3te bis 5te Aus-
préagung ale den Rangplatz 4 und die 6te und 7te Auspréagung den Rang 6,5. Die
Reihe der Rangzahlen lautet also 1, 2, 4, 4, 4, 6%, 6%. Diese Art Bindungen zu be-

handeln veréndert die Rangsumme XR(x,) (und 2R(y,,) entsprechend) nicht, wohl

aber die Summe der quadrierten Rénge Z[R(xv)]z. Sie ist bei Auftreten von Bin-
dungen kleiner als bel Auspragungen, die ale unterschiedlich sind. Denn in

2[R(x,)]? tritt im Falle n gleicher Werte n-mal die GroRe X2 auf und bei n unter-
schiedlichen Werten dagegen die Grof3e ZXJZ ( =1,2,...,n). Es gilt asKonsequenz

des Verschiebungssatzes der Varianz Zx? > nx2, denn n1Zx? - X2 = & > 0.
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Def. 7.18: Rangkor r elationsk oeffizient nach Spear man

Der Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson fir Rangzahlen

(7.51) R§=1-7oy  mitd, =R(x,) - R(y,)

6xd2

" n(n-1)

heisst Rangkorrel ationskoeffizient nach Spearman (v = 1,2,...,n).

Bemerkungen zu Def. 7.18:

1

Zur Grole d: Hat z.B. die Einheit v (die v-te Beobachtung) beztiglich des Merkmals
X den 5ten Platz und bei Y den 3ten Rang, so ist R(x,) = 5 und R(y,)) = 3, so dassd,
=5-3=2ist.

Zusammenhang mit Produkt-Moment-Korrelation: Da die Rénge R(xy),...,R(X,)
natiirliche Zahlen sind, gilt *R(x,) =1+ 2+ .. +n=n(n+1)/2 (v=1.2,..,n). Den
gleichen Ausdruck erhélt man fir R(y,). Die arithmetischen Mittel sind also R(X)
= R(y) = (n+1)/2. Das gilt auch, wenn Bindungen auftreten. Ferner gilt: T[R(X)]1?
= 2[R(Y,)]2 = n(n+1)(2n+1)/6, so dass man fir die Varianzen sR(zx) und sg(y) der
Rang-reihen R(x), R(y) den Ausdruck (n?-1)/12 erhélt.

Treten Bindungen auf, so werden die Varianzen geringer sein (vgl. Bem. 2 zu Def.
7.17).

Nach Satz 7.4 ist die Kovarianz zwischen den Réngen (n2-1)/12 - (Xd?,,)/2n,
woraus sich mit Def. 7.8 (Gl. 7.20) fur die Korrelation My zwischen den Réngen Gl.
7.51 er-gibt. Der Rangkorrelationskoeffizient von Spearman ist also die Produkt-
Moment-K orrelation zwischen den Rangzahlen R(x,), R(y,).

Skalen: Mit den Rangplétzen (Réngen) wird gerechnet wie mit metrisch skalierten
Variablen, was eigentlich voraussetzt, dass die Abstdnde zwischen den Réngen
gleich grof? sind. Es wird also angenommen, dass zwar nicht die Ausprégungen der
zu korrelierenden Merkmale X und Y selber, wohl aber die hierfir vergebenen
Rangplétze metrisch skaliert sind.

Im Falle von Bindungen werden im Nenner n(n?-1) von Gl. 7.51 Korrekturen ange-
bracht. Der Rangkorrelationskoeffizient ist dann gleichwohl meist kleiner als im
Falle ohne Bindungen.

Axiomatik

Esist von einem Rangkorrelationskoeffizienten R zu fordern:

R1:
R2:

R3:

RA4:

-1<R<1

Bei vollstandiger Ubereinstimmung der Rangreihen, also
R(x,) = R(y,) furalev=1,2,...,n, soll R =+1 sein.

Bel inverser Rangordnung

R(y,) = (n+1) - R(x,) soll R =-1 sein.

Bei Unabhangigkeit von X und Y soll R = 0 gelten.
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R5: Rangkorrelationskoeffizienten sollten invariant sein gegenuber
monoton steigenden Transformationen der Rangzahlen.

Weitere Bemerkungen zu Spearmans Rangkorrelation

Man sieht leicht, dass RS die Axiome R1 bis R3 erfullt. Bel Ubereinstimmung ist d, = 0
fur alev =1,2,...,n, so dass Zd\z, =0und RS= 1. Bei inverser Rangordnung ist d,, = (n+1)
- 2R(x,), so dass 2d? = -n(n+1)? + 2n(n+1)(2n+1)/3 = n(n-1)/3. Dies eingesetzt in Gl.
7.51 liefert RS = -1. Ist RS = 0, <o ist der Mittelwert der Rangdifferenzen gleich der
Summe der Varianzen, d.h. es gilt (Zd2)/n = (n? -1)/6 und die Kovarianz zwischen den
Réangen ist Null. Wie man auch sieht, ist (n2-1)/6 der halbe Betrag dessen, was sich fiir
(Zd\%)/n bei RS = -1 ergibt. Wahrend die Situationen RS = +1 und RS = -1 eindeutig sind,
ist RS = 0 mit verschiedenen Konstellationen vertréglich (vgl. Beispid 7.19). Spearmans
Rangkorrelationskoeffizient erfillt auch nicht das Axiom R5. Eine Verdoppelung aller
Rangzahlen fiihrt zu einer Vervierfachung der Xd2, wodurch sich RS veréndert (wobei RS
dann nicht mehr zwischen -1 und +1 liegen muss; die Range sind dann ja auch nicht
mehr, wie in Def. 7.18 vorausgesetzt, die Folge natUrlicher Zahlen).

Beispiel 7.19:

Man zeige, dass bel gegebener Rangfolge der X-Werte die folgenden vier
Rangordnungen der Y -Werte jeweils zu RS = O fihren.

R(x) | Rangordnungenvony
A B C D
1 5 2 2 4
2 1 3 5 1
3 2 4 3 3
4 3 5 1 5
5 4 1 4 2
Ldsung 7.19:
In dlen vier Félen (A bis D)- vgl. Abb.7.7 - ist die Summe der quadrierten

, e 620 _ _
Rangdifferenzen 20, so dass bei n=5 gilt: RS=1 - 5(25-1) - 1-1=0.




Kapitel 7: Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung 247

Abb. 7.7: Félle mit einer Rangkorrelation von RS =

0(Bsp 7.19)
A B
RY) R(Y)
5+ 54 .
4+ L] 4 + .
3T+ L] 3+ L]
2T ° 2+ °
1+ e 1+ .
1 2 3 4 5 RE 1 2 3 4 5 RN
RWY) c RY) D
5+ . 5+ .
4+ . 4+ e
3+ . 34 .
2+ 2+ .
1+ . 1+ .
1 2 3 4 5 RE 1 2 3 4 5 RN

2. Paarvergleiche, Bindungen, Rangassoziation

Dieim Telil 1 betrachteten Daten waren vom folgenden Typ:
¢ Einzelbeobachtungen (n Einheiten),
e den Merkmalswerten werden Rénge zugeordnet (Rangtransformation
Def. 7.17) und sie
e sindi.d.R. ale unterschiedlich, so dass die rangtransformierten Merk-
malswerte R(x,), R(y,) natirliche Zahlen von 1 bisn sind,
e nur als Ausnahme gibt es auch "Bindungen" (Bem. 2 zu Def. 7.17).

Die Merkmale X und Y sind ordinalskaliert, aber durch die Rangtransformation
entsteht mehr als eine Ordinalskala: Range sind &quidistant, die Merkmal sausprégungen,
fur die diese Rénge vergeben werden, sind es aber nicht. Es ist zweifelhaft, ob eine
solche Anhebung des Skalenniveaus vertretbar ist. Wiinschenswert ist demgegentiber

1. eine Datenanalyse ordinaler Merkmale, die nur die Information einer
Ordinalskala ausnutzt, d.h. nur dass bei x; > X die Ausprégung x; des Merkmals

X "grofer", "hoher" 0.4 ist as X,
2. die Beriicksichtigung haufigen (nicht nur als Ausnahme) Auftretens gleicher
Merkmal sauspragungen (also von Bindungen).

Soll ohne Rangtransformationen "Zusammenhang" bei ordinalen Merkmalen definiert
werden (Rangassoziation statt Rangkorrelation), so ist vom Paarvergleich auszugehen.
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Def. 7.19: Paarvergleiche

a) Die folgende Tabelle soll Kontingenztabelle genannt werden, obgleich dieser
Begriff speziell haufig fir nominalskalierte Merkmale benutzt wird. Die Anzahl der
Zeilen und Spalten ist nur beispielhaft. Die Zusammenhéange gelten allgemein:

Y1 Y2 Y3 by

Xp | M2 N2 M3 | N
Xo || Mo Mpp  Nyz | Ny

)y n, Ny nj n

Esgilty; >y, >y5und x; > X,. Die n Einheiten lassen n(n-1)/2 Paarvergleiche zu.
Alle n; Einheiten sind jeweils beziiglich X und Y gleich (Bindungen).

b) Bindungen (Verkniipfungen, ties): Einheiten sind verkntipft, wenn sie beztiglich ei-
nes Merkmals oder beider Merkmale gleiche Auspragungen haben.

¢) Jeder der n(n-1)/2 Paarvergleiche ist ein Vergleich im Sinne eines der folgenden
fUnf Typen:

1. Konkordante Vergleiche:

n;; Einheiten mit X = x; und Y = y; werden verglichen mit allen Einheiten, fur die
gilt: X < x; und Y <vy;. Die Anzahl der konkordanten Paarvergleicheist N; =njq
(Ngy +Ng3) + NpoNoa.

2. Diskonkordante Vergleiche:

Ny ist die Anzahl der Vergleiche von jeweils ny; Einheiten mit solchen Einheiten, bei
denen X >x;und Y < y;- Fur die Tabelle gilt

Ng = Ny3(Npq + Ngp) + NyoNyy.

3. Esgibt T, in X verkniipften Vergleichen

Ty =N1(N1p + Nyg) +NyoNyz + Moy (Np + Npg) + Ny,

4. Bei Ty-Verquichen liegen Bindungen beziiglich Y vor:

(Vergleiche mit den restlichen Einheiten einer Spalte):

Ty =N1q Ny +Npp oy + NygNos.

5. Verknipftin X und Y

sind T,,-Vergleiche:

Tyy = V2 22n(nj-1) = 12[ng5(ng4-1) + nyp(ngpml + ..+ Npg(nyg-1)].

d) Esgilt

(7.52) n(n-1)/2=N +Ny+T, + Ty + Txy.
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Bemerkungen zu Def. 7.19:

1

Man kann N, auch bestimmen durch Vergleiche mit Einheiten, fir die gilt X > x;
und’Y >y; statt mit Einheiten, fr die gilt X <x; und Y <y;: Die Summen ny;(ny, +
Nog) + NyoNyg UND Nog (Ngo + Nyq) + NyoNyq Sind gleich. Bel einer Vierfeldertafel ist

N.=
Auch hier kdnnte man alternativ definieren; Vergleiche mit Einheiten, bei denen X
<x;undY >y.. Man erhdt Ny auch mit nyy (N, +Ny3) + NyoNyz = Nyz(Nyy +Ny))
+ Ny, Bel einer Vierfeldertafel ist Ny = bc.

Bei einer Vierfeldertafel ist T, =ab+cdund T, = ac + bd.

Def. 7.20: M aRRe der Rangassoziation

Auf der Anzahl konkordanter und diskonkordanter Paarvergleiche beruhen die folgenden
Mal3e der Rangassoziation.

(7.53) ¥ = (NgeNg)/(Ns+Ny) index of order association von Goodman/Kruskal.

[Es wird auch o als Symbol verwendet; bei Vierfeldertafeln sind y und Yules
Q identisch].

_2(Nc-Ng) _ Ne- Ny

(7.54a) 1,= 1) - (9 (Kendalls T) oder in einer anderen Version

(7.54b)

.- N. - N
b~ V(NHNGT)(NANGHT,)

[bel Vierfeldertafeln ist dies gleich dem Phi-Koeffizient, vgl. Def. 7.16, Gl.
7.46].

Bemerkungen zu Definition 7.20:

1

Samtliche Werte in einem Tabellenfeld stellen untereinander verglichen Bindungen
inX und Y dar. Esgilt bei n=XXn;; , also bei einer symmetrischen Tabelle, die nur
in der Hauptdiagonalen besetzt ist: T,y = ZX[n;(n;-1)]/2, so dass n(n-1)/2 = N, +
Tyy- Die Konsequenz ist, dass selbst in diesem Falle vollstdndiger Rangassoziation
T, nicht den Maximalwert 1 annimmt, denn N < (n,2) und Ny = 0, es sei denn, fiir
dleigiltn; =1

Der Koeffizient Ty, enthédlt entsprechende Korrekturen. Er ist betragsméflig nie

kleiner as t,. Ob er seinen Maximalwert erreicht, hangt auch davon ab, ob die Ta-
belle quadratisch und die Randverteilungen Gleichverteilungen sind.

Kendalls T wird aus Einzelwerten (n Tupel fur die n Einheiten) wie folgt berechnet
(755 t,= ZZdij/[n(n-l)IZ],
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wobei d;; den Wert +1 oder —1 annimmt, je nachdem, ob zwei verglichene
Objekte (Einheiten) rangmaldig in X und Y gleich oder ungleich abgestuft sind und
alle Einheiten mit jeder anderen Einheit verglichen werden.

4. DieVergabe der Werte +1 fiir konkordante und und -1 fur diskonkordante Paarver-
gleiche legt auch die folgende Schreibweise nahe:

SYab.
(7.56) T, =
" \x2rsr?

wobei g; = +1 wenn R(x) > R(xj) und a =-1 wenn R(x) < R(xj) und bij
entspre-chend fir R(y) definiert ist. Konkordante Paarvergleiche ergeben q-bij =+1
und ent-sprechend ist g;b;; bei diskonkordanten Vergleichen -1. GI. 7.56 erinnert an
den Pro-dukt-Moment-K orrel ationskoeffizienten.

5.  Im Unterschied zu den Koeffizienten von Goodman und Kruskal sind die Mal3e der
Def. 7.20 symmetrische Zusammenhangsmalie.

6. Der Koeffizient y (Gl. 7.53) ist sehr beliebt und kann anders als Q fiir beliebig di-
mensionierte Kontingenztafeln berechnet werden. Auf3erdem kann y im Sinne der
proportionalen Fehlerreduktion interpretiert werden.

Beispiel 7.20:
Gegeben seien folgende Rangdaten (ohne Bindungen) von X und Y mit n = 4 Objekten
(Einheiten) fiir die T, nach GI. 7.55 und y zu berechnen sind:

v | RX | R(y)
1 1 3
2 3 2
3 4 1
4 2 4

L 6sung 7.20:

Die Objektpaare, die von X jeweils hther bewertet werden (niedrigerer Rang) alsvon Y
sind 1 und 4: denn R(x;) < R(y;) und R(x,) < R(y,). Alle tbrigen Objektpaare werden
von X und Y unterschiedlich bewertet. Man erhdlt also die folgende Tabelle der Werte
dij von Paarvergleichen, die nur oberhalb der Hauptdiagonalen ausgefillt wird.

objekte] 1 J 2] 3] 4
1 A T I )
2 N
3 -l
4 -

Dann ist 2Xd;; = -4, also bei n = 4 und n(n-1)/2 = 6, T, = -4/6 = -2/3 oder in der
Schreibweise von Gl. 7.53: N, = 1, Ny = 5. Fir y erhdlt man (1-5)/(1+5) = -4/6, was mit
T, identischist, weil keine Bindungen auftreten.
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3. Spezialfall: ohne Bindungen

Die im letzten Abschnitt behandelten Konzepte lassen sich auch anwenden im Fall
fehlender Bindungen (wie im Abschn. 1 angenommen). Man kann zeigen, dass dann gilt

fur Kendalls t:

(757 t,= n‘(lTZli')- -1,

wobei R(x;) = i die Referenzrangreihe ist und u; die Anzahl der in der nachfolgenden
Reihe der Werte R(y) hdheren Rénge als R(y;) ist. Ferner ist im Fall ohne Bindungen 2u;
= N, und entsprechend die Summe niedrigerer Ré&nge Xv; = Ny und N, + Ny = n(n-1)/2.
In diesem Fall ist Kendalls T (T,) mit Goodman Kruskalsy identisch.

4. Konkordanzkoeffizient

Als Veralgemeinerung von Kendalls T gilt der Konkordanzkoeffizient W von Kendall
fUr den Vergleich von mehr als zwei Rangordnungen. Werden n Objekte durch m Perso-
nen rangmaldig beurteilt, so ergibt sich eine Matrix von Rangzahlen mit n Spalten und m
Zéilen. Die zu erwartende Summe der Rangzahlen (Summe einer Spalte) eines jeden
Objekts betrdgt dann M = n(n+1)/2 und die tatséchlich erreichte Rangsumme des j-ten
Objekts (j = 1,2,..., n) sai Rj. Gébe es keinen Zusammenhang zwischen den m Rangord-
nungen, so wéaren die Rangsummen aler n Objekte jeweils gleich und somit Rj =M.

Def. 7.21: K onkor danzk oeffizient

Der Konkordanzkoeffizient mif3t die Abweichung von der Gleichheit der Rangvergabe,
d.h. er mif}, in welchem Mal3e sich die Rangordnungen unterscheiden. Er lautet:

(7.58) W=12% D#m?n(n?-1) furD;=R;-M undj=1.2,...m

d) Weitere M al3e des Zusammenhangs

Auf einige weitere in Ubers. 7.2 genannte KorrelationsmalRe kann aus Platzgriinden hier
nicht eingegangen werden. Es soll jedoch kurz die punktbiserielle Korrelation hergeleitet
werden.

Ist X dichotom (mit den Auspragungen x, = 0 und x; = 1 und den absoluten
Haufigkeiten ny und n;) und Y metrisch skaliert und sind Y, bzw. y; die bedingten
Mittelwerte von Y wenn X = x, bzw. X = x, ist, so gilt fir die (zweipunktverteilte)
Variable X:

Mittelwert: X =ny /n=py, = 1 - poy

Varianz.  s2=ngn; /n? = pg, Py,

und fir die Kovarianz zwischen X und Y

Sqy = PuY1-P1Y = P11 - ¥), da(Un)Exy = py, ¥y ist.
Daraus ergibt sich fir den Produkt-Moment-K orrelationskoeffizienten r,,, in diesem
speziellen Fall einer dichotomen Variablen X:
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Das ist der punkt-biserielle Korrelationskoeffizient Ry, der wegeny = p,, ¥ + P, Y
auch mit unterschiedlichen Umformungen bekannt ist.

Def. 7.22: point biserial correation

Der

punkt-biserielle Korrelationskoeffizient R, ist definiert als

(760) Ryp=(Y1-Yo)- ?\:

mit S, :\/ PoxP1x: Wenn X zweipunktverteilt (dichotom) ist, d.h. die relativen Haufigkei-
ten betragen pp, wenn X = xq und py, wenn X = x; und Y metrisch skaliert ist. In der
umgekehrten Situation (Y dichotom) gilt entsprechend

(7.608) Ry = (R -Xo)“ (57 mits, =pgpyy.

Bemerkungen zur Def. 7.22:

1

Wie aus der Herleitung von Gl. 7.59/60 hervorgeht, ist Rob die Produkt-Moment-
Korrelation fur den speziellen Fall, dass eine der beiden Variablen dichotomist. Gl.
7.60 hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der Prifgrofe beim t-Test fiir zwei unabhan-
gige Stichproben tber den Unterschied zweier Mittelwerte.

Verabredet man s fur die bedingte Varianz von Y, wenn X = x, und 2
entspre-chend, wenn X = x4, so ist in Analogie zu Gl. 5.11 (Satz 5.5) s?, = (Pox %
+ Pix sf) + [Pox Yo - Y2 + P1xY1- ¥)2], worin der erste Ausdruck die interne und
der zweite die externe Varianz igt, die auch zu (Y1 - Yo)2 (Pox P15)2 = (V1 - Yo)?
s2 umgeformt werden kann. Ry ist also auch ein analog dem Korrelationsverhétnis
n konstruiertes Mal3.

Hinweise auf weitere Korrelationskoeffizienten:

1

Der punktbiserielle Korrelationskoeffizient Ry ist nicht zu verwechseln mit
dem biseriellen Korrelationskoeffizienten Ry, (vgl. Ubers. 7.2), bei dem man
voraus-setzt, dass das dichotome Merkmal X an sich normalverteilt ist und so
dichotomisiert ist, dass fir -0 < X < X" der Wert X = x, vergeben wurde und fir X
> X" der Wert X = x,. Die Dichtefunktion der Normalverteilung hat an der Stelle x*

den Wert f(x"). Dannist Ry, = [(V1-Y)Pa /[, f(x )]

Erwahnt sei auch der tetrachorische Korrelationskoeffizient mit zwei dichotomi-
sierten, aber an sich normalverteilten Variablen. Er ist ein Assoziationsmal3 und in
exakter Form schwer zu berechnen. Meist wird er aufgrund des Kreuzproduktver-
haltnisses cpr aus Tabellen bestimmt.
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3. Esgibt auch weitere, nicht im Abschnitt 4b behandelte Versuche, Kontingenzmalle
auf der Basis des Konzepts der Fehlerreduktion zu konstruieren, wobei as "Fehler"
auch Streuungsmal3e benutzt werden, wie z.B. die Entropie.

5. Korrélation und Kausalitat

Die Suche nach kausalen Erkldrungen oder "Gesetzen" entspringt dem
Bedirfnis, Regelméidigkeiten zu finden. Praktisches Handeln ist unmdg-
lich, ohne das Vertrauen darauf, dass unter ahnlichen Bedingungen auch
ahnliches geschehen wird. Es gibt mithin pragmatische, aber auch theore-
tische Motive einer kausalen Betrachtung.

Gerade in den Wirtschaftswissenschaften laufen viele Kontroversen auf die Frage hinaus,
ob eine Variable X (etwa Lohn- oder Geldmengensteigerung) "nur" eine passive Begleit-
erscheinung oder aber eine aktive (ausdsende) Ursache fir Y (etwa Inflation) ist. Es ist
deshalb eine wichtige Frage, ob und wie empirisch (statistisch) festgestellt werden kann,
ob Y die Wirkung von X oder nur eine passive Begleiterscheinung ist.

Im folgenden soll versucht werden, den Kausalbegriff zu definieren und
auf zwei Milverstandnisse Uber das Verhdltnis zwischen Kausalitét und
Korrelation einzugehen, ndmlich die Aussagen:

« man kdnne Kausalitdt positiv beweisen und (das andere Extrem)

o Korrelation und Kausalitét habe nichts miteinander zu tun.
Es ist vergeblich, nach einer Methode zu suchen, mit der man alein auf
statistische Daten gestiitzt, "beweisen" kann, dass X die Ursachevon Y ist
und nicht nur eine Begleiterscheinung, weil eine Kausalaussage nicht ve-
rifiziert, sondern nur falsifiziert werden kann.

Es war das Ziel von Hume und Mill, axiomatisch oder konstruktiv zu einer Festlegung
darliber zu gelangen, wie ein empirischer Befund beschaffen sein muss, um auf
Kausdlitét induktiv schlielen zu kénnen. Dabei wurde von der Induktion dieselbe
Sicherheit verlangt wie von der Deduktion. Ein solches Programm ist zum Scheitern
verurteilt. Wie gezeigt wurde (einleitend zu Def. 7.9) beweist ein hoher Betrag der
Korrelation My nicht, dass X die Ursache fir Y ist (oder umgekehrt Y fir X), weil dies
auch Ergebnis einer Scheinkorrelation sein kann. Hierauf wird auch in Kapitel 8
eingegangen (Gl. 8.37).

Kausalitdt "beweisen”, hieffe ausschlief?en zu konnen, dass irgendein
anderer als der vermutete Kausalzusammenhang fir das Zustandekommen
der Beobachtungen verantwortlich ist. Das ist in einer positiven, direkten
Art nicht mdglich, wohl aber kann man indirekt vorgehen. Wie jede
andere Hypothese kann die Kausalhypothese dadurch und nur dadurch
(indirekt) geprift werden, dass man feststellt, ob der empirische Befund
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nicht evtl. im Widerspruch steht zu den bei Geltung der Hypothese zu er-
wartenden Beobachtungen. Dabel stellen sich aber zwei Fragen:

1. Kann man ein fur das praktische Handeln ausreichend sicheres Urteil
Uber eine Kausalhypothese erreichen?
2. Inwiefern kdnnen statistische Betrachtungen hierzu beitragen?

zul.:

Kausalitdt kann zwar as Allsatz ("Immer dann, wenn") streng genommen nie verifiziert
sondern nur falsifiziert werden. Eine positive Aussage ist trotzdem aus praktischen Grin-
den oft notwendig. Sie kann aber stets nur vorléaufig und unsicher sein. Das damit
verbundene Problem kann auch ethischer Natur sein, nicht nur methodischer: Wieviele
Menschen missen z.B. durch Rauchen gestorben sein, bis die Hypothese der
Schédlichkeit des Rauchens annehmbar ist?

Zu?2.:

Mit der Korrelation r,,, kann die Existenz einer (kausalen) Beziehung nicht
bewiesen werden, da r,, stets die Summe direkter und indirekter (oder
auch nur indirekter, wie bel der Scheinkorrelation!) Einfllsse zwischen X
und Y ist.

Im Vorgriff auf Kapitel 8 sei folgendes Modell der multiplen Regression angenommen.
Y =by, X +by,Z +u,

Hierbei sind alle Variablen standardisiert (also auch f = s = 1), die Koeffizienten by,
und by, sind sind somit auch die standardisierten Regressionskoeffizienten und die Stor-
groiRe Uy ist mit den Regressoren X und Z nicht korrelliert. Man erhélt dann

(7.61) My = byx + byZ Fyz -

Hier misst by, den direkten und by, den indirekten (d.h. den tber Z vermittelten) Einfluss
von X auf Y.

Diein den drei Pfeilschemen der Abb. 7.4 dargestellten Kausalmodelle stellen sich dann
wiefolgt dar; z.B. beim linken Bild:

X=by,Z+u,

Y =by,Z+u,

Daraus folgt, wenn u, und u, mit Z und auch untereinander nicht korreliert sind,

(762) r b, b, =r

Xy =Dy Yz~ 'Xz ryZ'

Es gibt jetzt keinen (sich in byX ausdriickenden) direkten EinfluR von X auf Y,
gleichwonhl ist aber |rxy| >0.

Entsprechend erhdlt man bei einer Kausalstruktur, wie man sieim mittleren Teil der Abb.
7.4 dargestellt ist

Z=b,, X+u, so dassr,, = b,,
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Y =by,Z+u, so dassry, = by,

woraus folgt, wenn u,, und u, nicht miteinander korreliert sind
rxy = byz Iz = ryz Iz

wie Gl. 7.62, d.h. beide Pfeilschemen (und auch das dritte) der Abb. 7.4 sind hinsichtlich
ihrer beobachtbaren Konsequenz, ndmlich Gl. 7.62 nicht unterscheidbar. Sie sind aber
unterscheidbar vom Regressionsmodell x — y «— z, das zu gl. 7.61 fuhrt. Betrachtungen
dieser Art sind Gegenstand der Pfadanalyse, auf die hier nicht weiter eingegangen
werden kann.

Aus dem gleichen Grunde ist es auch falsch anzunehmen, man kénne Uber
die Richtung der Kausalitét (X als Ursachevon Y statt Y a's Ursache von
X) damit entscheiden, ob z.B. die verzogerte Variable X, ; mit Y, starker
korreliert ist s Y, ,; mit X, (dann X — Y) oder umgekehrt (dann Y — X).
Hinzu kommt: Weder ist bei allen kausalen Vorgangen diese Asymmetrie
von Ursache und Wirkung zu fordern, noch ist diese eindeutig aus der
zeitlichen Reihenfolge oder aus den Ergebnissen der - diese Asymmetrie
nicht voraussetzenden - Korrelationsanalyse zu folgern.

Andererseits gilt aber: wenn eine bestimmte Kausalstruktur angenommen
wird (vgl. Abb. 7.4), dann mif3ten bestimmte Beziehungen fir die Korre-
lation folgen, etwa ( in den drei Fallen von Abb. 7.4) 1, =r,, r,,. Trifft
dies bei den empirischen Beobachtungen nicht zu, so konnte diese Kau-
salhypothese verworfen werden.

Das Konzept der Kausalitdt weist Uber die blofRe Beobachtung hinaus,
denn es muss Bezug nehmen auf eine theoretische Fundierung und zwar
aus den folgenden drei Griinden:

1. Erklarung:

Oft wird unterschieden zwischen Gesetzmafligkeit und (evtl. zufélliger) Regelméafigkeit,
je nachdem, ob die beobachteten Zusammenhénge deduktiv in Verbindung mit Sétzen
einer Theorie gebracht werden kénnen oder ob dies (noch) nicht der Fall ist. Vom Stand-
punkt der Beobachtung kann meist zwischen den beiden Arten der Regelméidigkeit nicht
unterschieden werden.

2. Sorachgebundenheit:

In jedem Fall muss sich die Erklarung der Sprache bedienen, d.h. ihre Gultigkeit ist nicht
unabhéngig davon, wie die Ereignisse oder Variablen bezeichnet und operationalisiert
werden, die kausal verknupft werden. Je enger z.B. das (urséchliche) Ereignis definiert
wird, desto kleiner ist die Beobachtungsbasis und Geltungsdauer fir den vermuteten
Kausalzusammenhang: Im Extremfall mag man die historische Einmaligkeit des
Ereignisses behaupten, weil so viele Aspekte einer Erscheinung as "wesentlich”
erscheinen, dass die Vergleichbarkeit ausgeschlossen ist. Dann gibt es natlrlich keine
Mdglichkeit, auf Regelmafiigkeiten zu schliefden.
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3. Modellbildung:

Das Kausalkonzept weist stets ins Unendliche: Jede Ursache hat unendlich viele Wirkun-
gen und selbst wieder unendlich viele "tiefere" oder "letzte" Ursachen. Esist einetriviale
und nutzlose "Erkenntnis’, dass alles irgendwie mit allem zusammenhangt. Eine Theorie
hat deshalb die Aufgabe, zu einem Uberpriifbaren Modell zu gelangen durch Ausschluf?
bestimmter denkbarer Kausalbeziehungen einerseits und durch Festlegung der Art und
der Richtungen der Verursachung zwischen ausgewahlten Variablen andererseits (causal
ordering). Das geschieht z.B. durch die Annahme linearer stochastischer Beziehungen
nach Art der oben betrachteten Pfeilschemen von Abb. 7.4.

Die Kennzeichen der Kausalitdt lassen sich somit in folgender Definition
zusammenfassen:

Def. 7.23: Kausalitét

Eine Kausalbeziehung zwischen Ereignissen bzw. Variablen X und Y der-
gestalt, dass X die Ursachevon Y ist, bedeutet:

1. Eine Anderung von X "bewirkt" systematisch auch eine Veranderung
von'Y (Produktionsaspekt).

2. Die Beziehung ist i.d.R. asymmetrisch, d.h. ist X die Ursachevon Y,
soist nicht gleichzeitig Y die Ursache von X.

3. Fur den Fall, dass ein Experiment nicht durchfihrbar ist, kann keine
Methodik gefunden werden, die es erlaubt, ohne die Interpretations-
hilfe einer Theorie von bestimmten Daten auf einen Kausalmechanis-
mus zu schlief3en, d.h. diesen zu beweisen. Man kann aber falsifizie-
rend vorgehen und denkbare K ausal hypothesen ausschlief3en und zwar
auch bel Beobachtungsdaten. Dabei ist auch der Vergleich von beob-
achteten und erwarteten Korrelationen bedeutsam.

Ob ein statistisch gemessener Zusammenhang kausal interpretiert werden
darf oder nicht, ist somit i.d.R. nicht allein aus den Daten zu erkennen.

Bemerkungen zu Def. 7.22:

1. Esist sinnvoll, zwischen Kausalitét in bezug auf Ereignisse (0-1-Variablen; vgl.
Kap. 9) und Kausalitét in bezug auf Variablen zu unterscheiden.

2. Eswird nicht gefordert, dass ein eindeutiger (funktionaler) Zusammenhang besteht:
aus X=x folgt Y=y, wohl aber sollte der mit dem Bestimmtheitsmald gemessene An-
teil der systematischen (mit X erklérten) Variation an der Gesamtvariation von'Y (in
einem nicht ndher bestimmten Mal3e) betréchtlich sein.

3. Mit der Asymmetrie ist die kausal nicht interpretierbare Interdependenz (feed back)
ausgeschlossen. Die zeitliche Folge von Ursache und Wirkung ist nur insofern be-
deutsam, als sie eine Mdglichkeit bietet, sich empirisch der Asymmetrie zu
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vergewissern. Sie ist fir sich genommen genauso wenig ein Beweis fir Kausalitét
wie eine gelungene Prognose (post hoc ergo propter hoc - Fehlschlufd). Die zeitliche
Abfolge ist oft nur der einzige Anhaltspunkt fir die Existenz einer Kausalkette. Sie
empirisch nachzuweisen ist als solches bereits ein schwieriges methodisches
Problem. Eine Methode zur Uberpriifung von Kausalhypothesen kann, muss aber
nicht notwendig, eine explizite Zeitvariable vorsehen.

4. Eine Methode, sich empirisch des Produktionsaspektes und der Asymmetrie zu
vergewissern, ist das Experiment, d.h. die aleinige Variation von X bei Konstanz
aler Ubrigen Einflusse. Es ist offensichtlich, dass die Ursachlichkeit von X fir
irgendeine Wirkung von Y nur demonstriert werden kann, wenn X variiert. Ist X
konstant, so ist immer Unkorreliertheit gegeben. Eine Konstante X scheidet als
erkennbare Ursache (aber auch als Wirkung) aus: eine Konstante ist der Erklarung
weder fahig noch bedirftig.

5. Eine Theorie hat eine Erkldrung und ein falsifizierbares Modell (causal ordering) zu
liefern. Auf die statistischen Methoden zur Behandlung solcher Modelle (z.B. Pfad-
analyse) kann hier nicht eingegangen werden.
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