Prof. Dr. Peter Michael von der Lippe
Grenzwertsatze, Gesetze der Grofden Zahl(en)

Der folgende Text ist gedacht als Begleitlektiire zu meiner Vorlesung " Induktive Statistik" in
einem Punkt, namlich dem Kapitel 7 der Vorlesung und meines Buches', das erfahrungsgeman be-
sonders viele Verstandni sprobleme bereitet. Was in der Vorlesung gesagt wird (wurde) ist deshalb hier
auch in ausformulierter Form nachzulesen. Der Text ist wie folgt gegliedert:

1. Nichtstochastische Begriffe von " Grenzwert"
a) Konzept der Epsilon-Umgebung

b) Grenzwert und Haufungspunkt

2. Stochastische Begriffe

a) Stochastische Konvergenz

b) Konvergenz von Verteilungen

3. Abschatzung von Wahr scheinlichkeiten, Ungleichungen
in der Stochastik

4. Zusammenhange zwischen einigen Konver genzbegriffen
in der Statistik

1. Nichtstochastische Begriffe von " Grenzwert"

a) Konzept der Epsilon-Umgebung

Aus der Schulmathematik ist bekannt, dass unterschieden wird
Konvergenz einer Zahlenfolge, oder "algebraische Folge" (Z) und
Konvergenz einer Funktionenfolge (F).

Die Unterscheidung von Z und F taucht auch in der Statistik auf in Form von Gesetzen der
Grofl3en Zahl(en) (O Z) und Grenzwertsdtzen (besser: Grenzverteilungsséatzen, [ F).

Ein einfaches Beispid fir eine Zahlenfolge (Z) in Abhéngigkeit von nist die Folge

Z(n)=0,1+ 1 ,
n

die "gegen 0,1 strebt" (vgl. Bild 1 auf der néchsten Seite).
Die Ubliche anschauliche Vorstellung dabei ist:

je grofler nist, desto néher kommt der Wert der Zahl 0,1. Oder: mit n "gegen
unendlich" wird die Folge (Z) der Konstanten 0,1 immer dhnlicher.

Es ist wichtig, sich klar zu machen, dass diese verbreitete "Alltagsvorstellung” zumindest
unexakt wenn nicht mifverstandlich ist. Sie soll im folgenden "verfeinert" werden. Die im
Kasten wiedergegebene Sprechweise ist laienhaft und problematisch, weil die verwendeten
Begriffe nicht exakt sind.

! Gemeint ist das Buch von der Lippe, Induktive Statistik, Formeln, Aufgaben, Klausurtraining, Oldenbourg
Verlag, Miinchen u. Wien 1999, im folgenden zitiert als"v.d.L., Induktive".



Weas heifldt "je groler" oder immer "dhnlicher werden" oder gegen etwas "streben"? Was
heif3 vor allem "unendlich"?

Ein Begriff, der das vage Konzept "gegen unendlich” vermeidet, konnte erst gefunden wer-
den, alsdie Idee der e-Umgebung (Epsilon-Umgebung) eingeftihrt wurde.
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Der Begriff
(1 limZ(n)= lim(01+1/n)=01

n-o

kann dann auch wie fol gt ausgedriickt werden:

(la 00 Ofo1+yn}-o0l<e.

e>0N, n>N,

oder in Worten: es gibt (Symbol ) eine Zahl N, (deren Grofie von & abhéngt, daher N.) so
dass fir ale? n (Symbol C oder On), die groRer sind as N, (aso n>N,) die Werte der
Folge jeweilsin der & -Umgebung liegen (davor, also fur n< N_ werden sie auf3erhalb der ¢ -
Umgebung liegen). Sie liegen damit quasi in einem Band ober- und unterhalb von 0,1. Das
"Liegen" in einem Band um 0,1 wird ausgedriickt durch |Z, —O,Jj< €, wobe ¢ beliebig grof3

oder klein sein kann, es muss nur eine reelle positive Zahl sein. Das Zeichen [] bedeutet
€>0

einfach "fir jedes (beliebige) positive £" gibt esein N, , sodass ... gilt.

Fur unser Beispiel sei angenommen & = 0,05, dann liegt die £ -Umgebung um 0,1 von 0,05
bis 0,15 und ab einem Wert von N ¢ = 20 liegen ale Werte der Folge innerhalb den beiden
Grenzen der ¢ -Umgebung, namlich 0,15 und 0,05 (sie liegen hier in diesem speziellen Fall
sogar zwischen 0,15 und 0,1, well sich die Folge "monoton” dem Grenzwert ndhert, durch ein
monotones Abnehmen).

2 Genau genommen muR es heiRen: innerhalb der e-Umgebung liegen "fast alle" Werte der Folge Z(n) in dem
Sinne von alle bisauf endlich viele.



Man erhélt die folgenden Zahlen fir die Werte Z1, Zo, Z3, Zo4 der Zahlenfolgein Bild 1:

n 21 22 23 24
0,1+ 1n 0,14762 0,14545 0,14348 0,14167

Eine Folge muss sich nicht notwendig monoton ihrem Grenzwert nahern, sie kann dies auch
oszillierend (schwingend) tun. Ein Beispiel hierfir ist die Zahlenfolge

n+(-1"
n

(1b) n=f(n) = 1+(-1" 1 oder (vgl. dasfolgende Bild 2).
n

Bild 2
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Ein einfaches Beispiel fur eine Funktionenfolge (F) im Unterschied zu einer Zahlenfolge (2)

ist die Funktion F(n) = B+§H
0 nQO

Sie hat folgende Gestalt:
n F(n)
1+x
2 Et+lxg:1x2+x+1
o 20 4
3| HeLH
O 3 0

usw. Bei n =1 ist dies eine Gerade. Dann kommt eine Parabel (n = 2) und damit eine Kriim-
mung, die in einem gewissen Sinne immer starker wird. Wohin "strebt" nun diese Folge von
Funktionen F(1), F(2), F(3), ... mit wachsendem n (wenn n immer gréf3er wird)?

Man kann zeigen, dass die Folge gegen eine feste (konstante, nicht mehr von n abhéngige)
Funktion strebt, die quasi bel n — o« gilt. Esist die e-Funktion, so dass wegen

imB+ *H = e

n-=[] nQ

€ die Grenzfunktion (asymptotische Funktion) der Funktionenfolge F(n) = EH ig ist.
n



b) Grenzwert und Haufungspunkt

FUr einen Grenzwert ist es notwendig, dass alle (unendlich viele) Werte ab einem bestimmten
in der €-Umgebung um einen Punkt (den Grenzwert) liegen. Es darf nur einen solchen

8

Punkt geben. Betrachtet man z.B. die Folge —[ "n +1] (vgl. Bild 3), so streben bel

gerad-zahligem n (also 2, 4, 6,...) die Werte gegen 0 (weil 4— — 0) und bei ungerad-zahli-
n

2n 1 1 1 1
emnadleWetegegen — +—==+— ds0 en —.
g 9 4n 4n 2 4n 9 2

Bild 3
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Die Folge hat somit zwel Haufungspunkte H, =0 und H, =1/2 und deshalb keinen Grenz-
wert. Es mag verwirrend klingen, dass es zweimal unendlich gibt: unendlich viele Werte die
sich 0 néhern (besser "nahe bei 0 sind”, im Sinne von "in einer e-Umgebung um 0") und auch
unendlich viele Werte, die sich %2 nghern.

WEell die Folge zwel Haufungspunkte hat, hat sie keinen Grenzwert (sie konvergiert nicht),
denn ein Grenzwert ist praktisch "der einzige Haufungspunkt"®. Eine Folge kann unendlich
viele Haufungspunkte haben, aber nur hochstens einen Grenzwert.

Die Zahlenfolge

n,wennn ungerade
Z(n)
/n,wennn geradzahd

hat die Werte L%,B,%, 5,% usw.* und keinen Grenzwert, weil es zwar unendlich viele Werte

gibt die gegen Null streben (1 1 1 ...), aso gegen einen festen Wert, aber auch unendlich

4’6"

3 Existiert ein Grenzwert (ein und nur ein Haufungspunkt), so sagt man, die Folge "konvergiert". Ein wichtiges
Thema in der Mathematik ist es, Kriterien herauszufinden, die dartiber entscheiden, ob eine Folge konvergiert
oder divergiert, und wenn sie konvergiert, wie schnell sie konvergiert.

* Esist keine Schwierigkeit, das entsprechende Bild (das auch in der Vorlesung gezeigt wird) zu zeichnen.



viele Werte die davon wegstreben und immer gréf3er werden, aso nicht gegen einen festen
Wert "streben”. Das sind die ungeradzahligen Werte 1, 3, 5, ...

Man kann sich auch vorstellen, dass der Grenzwert nicht erst allmahlich, sondern zumindest
zum Teil schon sofort erreicht wird. Die Zahlenfolge®

O 1
O - furgeradessl
oder &quivalent Z(n) = E
fir ungeraden

ist eine Modifikation von Bild 3. Der Grenzwert % wird fUr geradzahlige Werte von n sofort

7y =D+l '(j‘)n *

(schon ab n = 2) erreicht, flr ungerades n aber erst mit wachsendem n, weil n+2 —1 L

an 4 2n
gegen % strebt.®

2. Stochastische Begriffe

Den beiden Begriffen Z und F entsprechen in der Statistik (genauer Stochastik, d.h. in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung) zwei Konvergenzbegriffe

« stochastische Konvergenz (Gesetze der groRRen Zahl’, Z) einer Zufallsvariable (bzw. ei-
ner Folge von Zufallsgrofien, etwa dem Ergebnis einer wiederholten Durchfihrung ei-
nes Zufallsexperiments) statt einer Zahlenfolge (Zahlen im Sinne von nichtzufdligen
algebraischen Grofen) und

» Konvergenz von Verteilungen (Grenzwertsétze).

Man betrachtet hier also eine Folge von Zufallsvariablen bzw. eine Folge von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen.

a) Stochastische Konver genz

Es ist allgemein bekannt, dass bei einer echten (idealen) Minze die relative Haufigkeit der
Wappenwiirfe gegen die Wahrscheinlichkeit %2 streben wird. In diesem Sinne ist die Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses die relative Haufigkeit, die man erhielte, wenn man das Zu-
fallsexperiment (z.B. Werfen einer Miinze) unendlich oft unter gleichen Bedingungen wieder-
holt. Man kénnte nun meinen, dass mit dem "Gesetz der grofRen Zahl" gemeint ist, dass die
relative Haufigkeit mit wachsendem n immer dhnlicher der Zahl 2 wird. Angenommen, man
werfe n mal und erhalte x mal Wappen

n 10 100 1000
X 6 58 493

die relativen Haufigkeiten waren dann 0,6, 0,58, 0,493 usw., und esist plausibel anzunehmen,
dass sie immer mehr dem Wert 0,5 nahe kommen. Das ist aber mit "stochastischer Konver-
genz" nicht gemeint.

Esist wichtige, auch hier, sich von plausibel klingenden Alltagsvorstellungen freizumachen:

® Fiir das Bild, wie diese Zahlenfolge aussieht gilt FuRnote 4 entsprechend.

® Wir verlassen damit den Abschnitt, der sich mit einer Wiederholung der, bzw. einer Ankniipfung an die Schul-
mathematik beschéftigt. Bewul’t nicht behandelt wurden Dinge, die fur unsere Zwecke nicht bedeutsam sind, wie
z.B. das Konzept der "beschrankten" Folge, Begriffe wie Supremum und Infimum, Konvergenzkriterien usw.

" Man findet auch die Formen wie: "Gesetze der GroRRen Zahl", oder "der groRen Zahlen”



Stochastische Konvergenz (z.B. der relativen Haufigkeit h, = x/n gegen die Wahrschein-

lichkeit Tt= %%) bedeutet

nicht, dass "h, gegen ttstrebt”, in dem Sinne, dass fur n = N, alle Werte von h, in einer ¢-
Umgebung um tliegen®

sondern, dass die Wahrscheinlichkeit dafir, dass h, in einer e-Umgebung um Tt liegt ge-
gen 1 strebt.

Der Begriff des Grenzwerts kann wegen der Zufélligkeit von X nicht auf h, angewendet
werden, sondern er bezieht sich auf eine Wahr scheinlichkeitsaussage Uber h,.

Unter "Stochastischer Konvergenz" versteht man, dass die Wahrscheinlichkeit dafr, dass die
relative Haufigkeit (im Falle des MiUnzwurfs, also bei 1= %) in einer £-Umgebung um Y2
liegt (und bleibt) gegen 1 strebt, oder in Symbolen

@) |impﬁi—1<aﬁzl
n-e n 2

oder allgemein bei stochastischer Konvergenz einer von n abhéngigen Zufallsvariablen X,
gegen die Konstante ¢ gilt

(28) lim P(‘Xn - c|< €) =1 oder plim X,,= ¢, oder n Worten:

der Wahrscheinlichkeitslimes (sprich auch: "plim") von X, ist die Konstante c.

So gilt etwa im Fall des Minzwurfs (nur as Beispiel) mit der Zufallsvariable X, = X/n und
ihrer Realisation X, = h, = x/nund ¢ = 7= 1/2°,

Man kann dieses Wirken des Gesetzes der grofRen Zahl (in diesem konkreten Falle ist es der
Satz von Bernoulli [siehe unten]) auch leicht zahlenmal3ig zeigen.

Die Anzahl und damit auch der Anteil der Wappenwdrfe bei n Versuchen ist binomialverteilt
mit den Parametern n und 11=1/2. Fir die Wahrscheinlichkeit von genau x "Erfolgen” (Wap-
pen) bei n Versuchen (oder: n Wiederholungen des Zufallsexperiments) erhélt man danach™

die Formel g%:“(l—n)“‘x. Etwa bei n = 3 erhdt man fir x = 1 die Wahrscheinlichkeit

1 2 3
g% GE :3G1l :§:O,375
2 2 8

Man kann aso leicht ausrechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit die relative Haufigkelt
Werte zwischen 0,25 und 0,75 (einschliefdlich) annimmt, d.h. in der folgenden €-Umgebung

(mit & = 0,25) liegt: ‘% —o,s{ <0,25.

8 Esist ja gerade der "Witz" der Zufélligkeit einer Zufallsvariable X, dass man nie ausschliefen kann, dass h, =
x/n nicht auch auRerhalb dieser Umgebung liegen kénnte, selbst dann wenn n sehr grof? ist. Man kann aso
keinen Wert N, angeben ab dem alle Werte der Folge h, (n = N;) mit Sicherheit innerhalb der e-Umgebung
liegen werden. Man kann nur sagen, dass es nicht sonderlich wahrscheinlich sein diirfte, dass bei einem grof3en
Wert von n (bei n - [0) so ungewohnlich hohe oder niedrige Werte von h,, die oberhalb oder unterhalb der
Grenzen der e-Umgebung um 1tliegen, auftreten.

° Gl. 2 und 2a sind &quivalente Schreibeweisen der gleichen Sache, so wie esauch Gl. 1 und 1asind.

10 d.h. wegen der Binomialverteilung.



Bel n = 3 sind es die relativen Haufigkeiten 1/3 und 2/3, die in dem Intervall 0,25 < X/n <
0,75 liegen und die mit Wahrscheinlichkeit von jeweils 3/8 - zusammen also mit 6/8 = 0,75 —
auftreten, so dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit 0,75 betrégt.

Bei n =4 sind es die relativen Haufigkeiten ¥4, %2 und % die relevant sind, und die mit Wahr-
scheinlichkeit von jeweils ¥ und 3/8 - zusammen also™ mit 7/8 = 0,875 - auftreten, d.h. es

gilt:

x/n 0/4=0 1/4=0,25 2/4=0,5 3/4=0,75 4/4=1

P(x/n) 1/16 416=14 | 6/16=3/8 | 4/16=14 1/16

1

Bei n=4gilt also P%%—% < ZE: 0,875 bei. Die entsprechende Wahrscheinlichkeit ist dann

bei n =5 Miunzwirfen

x/n 05=0 | 1/5=0,2 | 2/5=04 | 3/5=06 | 4/5=08 5/5=1

P(x/n) 1/32 5/32 10/32 10/32 5/32 1/32
20/32 = 0,625 und damit allerdings kleiner als 0,875. Aber schon bei n =6

x/n 0 0,167 0,333 0,5 0,667 0,833 1

P(x/n) 1/64 6/64 15/64 20/64 15/64 6/64 1/64

ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit mit 50/64 = 0,78125 wieder etwas grofder as 0,625 und
bei n = 7 erhdlt man aufgrund der Tabelle 1 in v.d.L., Induktive, S. 117 fur die gesuchte
Wahrscheinlichkeit P(2/7 < X/n < 5/7) = 0,875 daja 2/7 = 0,2857 > 0,25 und 5/7 = 0, 7143 <
0,75. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten fur x = 2/7, 3/7 usw. aso 0,1641, 0,2734 usw., ist
insgesamt 0,875 (oder 112/128). Bei n = 8 Minzwurfen erhdt man fur die gesuchte Intervall
wahrscheinlichkeit aufgrund der genannten Tabelle den Wert: 1-2[(0,0039 +0,0313) =
0,9296 oder genauer 238/256 = 0,9297. Sieht man von den Féllen n = 3 und n = 4 ab, so strebt
die Wahrscheinlichkeit P, = P(0,25 < X/n < 0,75) monoton gegen 1, denn es gilt

n 2 3 4 5 6 7 8

Pn 0,5 0,75 0,875 0,625 0,78125 0,875 0,9297

d.h. der feste Wert n=1/2 ist der Wahrscheinlichkeitslimes der relativen Haufigkeit x/n, wie
es auch nach dieser Fassung des (schwachen) Gesetzes der Grol3en Zahl (d.h. nach dem
Theorem von Bernoulli) sein soll.

Der Unterschied zwischen lim P%5 —%
n

n-o

<g Ez 1, dem "schwachen" Gesetz und

) x_} 3
(2b) P ILn;lon—ZQ—l,

dem " starken” Gesetz ist mehr von rein theoretischem Interesse. Nach Gl. 2b gibt es ein Ng,
so dass ab n= N; ale Elemente der Folge x/n (zufélliger Werte) sich wie die Werte einer (al-
gebraischgn, deterministischen) Zahlenfolge verhalten und fast sicher in der e-Umgebung um
Y liegen.

! angedeutet durch Schattierung.
12 Falle, in denen das schwache, nicht aber zugleich auch das starke Gesetz der GroRen Zahl gilt, sind selten und
sehr konstruiert. Vgl. das Lehrbuch von M. Fisz fur ein Beispiel.



b) Konvergenz von Verteilungen

Fur die Statistik ist es von grof3er Bedeutung, ob es eine Grenzverteilung (asymptotische Ver-
teilung) gibt und wenn ja unter welchen Voraussetzungen das der Fall ist und von welcher
Gestalt diese Grenzverteilung ist.

Das Konzept der Grenzverteilung ist in der Vorlesung an einer Stelle bereits eingefuhrt wor-
den, namlich im Falle des Grenzilbergangs von der Binomial- zur Poissonverteilung.™®

Eine Folge von Binomiaverteilungen B(n;,T), aso B(n,m), B(n,,8), ... "strebt gegen” die
Poissonverteilung mit dem Parameter A = nitg (1 =1, 2, ...), wenn n zunimmt (n; < np < ...)
und Tt bestandig abnimmt (1 > 1% > ...) und das Produkt konstant ist, mm = mTp = ... = A.

Im folgenden geht es uns nicht nur darum, zu zeigen,

* dass sehr haufig in der Statistik die Normalverteilung als "Grenzverteilung” auftritt und
warum das so ist, sondern auch darum, dass man

* zumindest bei grof3em n (Stichprobenumfang) viel aussagen kann Uber die Gestalt der
Verteilung aller moglichen Stichprobenergebnisse (d.h. Uber die asymptotische Stich-
probenverteilung); natlrlich nur wenn es sich Uberhaupt um "Stichproben™ (also eine
Zufallsauswahl) handelt.*®

Esist klar, dass man bei einer konkreten Stichprobe, vor allem wenn ihr Umfang n klein ist,
wenig dartber aussagen kann, was eventuell "herauskommen™ wird. Es liegt ja im Wesen
einer Zufalls-auswahl, dass das Ergebnis schwanken kann, und dass man nicht im vorhinein
wissen kann, was man als Ergebnis erhalten wird. Trotzdem kann man aber aufgrund von sog.
Grenzwertsdtzen (eigentlich Sétze Uber die Grenzverteilung) sagen, mit welcher Wahrschein-
lichkeit man bestimmte Ergebnisse erhalten wird, wenn der Stichprobenumfang hinreichend
groR ist (theoretisch "asymptotisch”, d.h. bei n - o, praktisch jedoch schon meist [Faustregel |
ab n =30 oder n = 50).

Das ist praktisch gesehen von unschétzbarem Wert und es ist zugleich der theoretische Hin-
tergrund fur ales was in der Vorlesung folgt, d.h. fur die "Inferenz" (Schéatzen und Testen)
auf der Basis von Stichproben.

Man kann danach insbesondere etwas aussagen uber die Wahrscheinlichkeitsverteilung bezo-
|
gen auf alle insgesamt E:E:ﬁ moglichen (denkbaren) Stichproben vom Umfang n,

die man aus einer Grundgesamtheit vom Umfang N ziehen kann, bzw. kdnnte (oder wie esin
der Statistik heif3: man kann Aussagen Uber die " Stichprobenverteilung" machen).

Man kann z.B. sagen (Zentraler Grenzwertsatz):

Summen (Z x) und Durchschnitte (X =5 x/ n) sind unter sehr allgemeinen, prak-
tisch immer gultigen Voraussetzungen asymptotisch (bei n — o) normalverteilt.

3 Neben der Poissonverteilung als Grenzverteilung ist natiirlich schon an frither Stelle der Vorlesung (Kap. 5
und 6) erkennbar, dass z.B. sehr oft die Normalverteilung als Grenzverteilung auftreten dirfte. Intuitiv sehr
einleuchtend ist dasz.B. im Fall der Binomiaverteilung mit t= %

3 Man kann nicht genug betonen, dass man die Wahrscheinlichkeitsrechnung nur anwenden kann, wenn man
eine Zufallsauswahl hat. Ohne Zufall keine Wahrscheinlichkeitsrechnung. Diese ssmple Weisheit scheint immer
gerne vergessen zu werden. Man mag nichtzufalligen Auswahlverfahren ohne Ende die verschiedensten positive
Eigenschaften nachsagen, blof? man kann dies leider nicht auf der Basis wahrscheinlichkeitstheoretischer Uber-
legungen tun.



Die Uberragende Rolle der Normalverteilung in der Statistik kommt daher, dass sie in sehr
vielen Féllen, wie z.B. hier als"Grenzverteilung” auftritt.

Dass Summen und Durchschnitte asymptotisch normalverteilt sind, lasst sich ebenfalls leicht
plausibel machen. Beim einmaligen (n = 1) Werfen eines Wirfels ist die Augensumme (hier
identisch mit dem Durchschnitt, weil n = 1) wie folgt verteilt:

X =X 1 2 3 4 5 6
f(x) 16 1/6 1/6 1/6 16 1/6

Man erhdlt das Bild einer (diskreten) Gleichverteilung (mit jewells gleichen Hohen von 1/6).

Beim zweimaligen Werfen (n=2) gilt entsprechend:

X 115|225/ 335 4] 45| 5| 55| 6
6f(X) | 1 | 2| 3| 4|5 6|5 4 [3] 2|1

Man erhdlt eine (diskrete) Dreiecksverteilung (genauer Simpson-Verteilung) mit zunéchst
zunehmenden Hohen (von 1/36 bis 6/36) und dann wieder abnehmenden Hohen (von 6/36 bis
1/36). Man kann sich leicht vorstellen, dass sich das Bild mit wachsendem n immer mehr dem
der Normalverteilung annghert (vgl. Abb. 7.3 inv.d.L., Induktive Seite 75f).**

Interessant ist dabei vor allem auch, dass man fiir das arithmetische Mittel X (was ja eine
Zufallsvariable ist) eine Normalverteilung erhélt, egal wie die Zufallsvariable X selbst in der
Grundgesamtheit verteilt ist (im Falle der durchschnittlichen Augenzahl beim Wirfeln ist es
z.B. die obige Gleichverteilung).

Die wichtigsten Varianten des Gesetzes der Grof3en Zahl und der Grenzwertsédtze und deren
Voraussetzungen sind dargestellt in v.d.L., Induktive Seite 73 — 76. Sie kdnnen hier nicht im
einzelnen wiederholt werden.

Die folgende Ubersicht (nachste Seite) mag jedoch hilfreich sein als zusammenfassende
Ubersicht.

Einige Randbemerkungen, die fir ein vertieftes Studium nitzlich sein mégen, fur den Anfang
jedoch auch tberschlagen werden kénnen:

1. Man unterscheidet lokale und globale Grenzwertsétze (letztere auch "Integralsitze” ge-
nannt), je nachdem ob man die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) oder die Verteilungs-
funktion F(x) betrachtet:

lokal (X = x) global (X
fr(x) - f(x) Grenzwahr- Fn(X) - F(x) Grenzver-
scheinlichkeitsverteilung teilungsfunktion

2. Stochastische Konvergenz von einer Zufallsgrof3e X, gegen einen festen Wert ¢ kann a's
Spezidfal der Konvergenz der Verteillungsfunktion aufgefaldt werden: die Verteilung
der GrolRe Z, = X, — ¢ konvergiert danach gegen die Verteilungsfunktion F(z) der Ein-
punktverteilung (siehe hierzu auch unten Seite 12, Beginn des Abschnitts 4).

4 Man findet ganz ahnliche graphische Veranschaulichungen des zentralen Grenzwertsatzes z.B. in vielen
anderen Lehrbuichern oder z.B. in einem Statistikskript von Prof. Dr. W. Neubauer (Univ. Frankfurt/M.).
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Ubersicht™: Grenzwertsatze und Varianten des Gesetzes der Grofen Zahl (en)

homograd (Anzahl X und Anteil P=X/n heterograd (Merkmalssumme Y= ZX;
[oder h, statt P] der "Erfolge”) und Mittelwert X =Y /n)

stochastische K onver genz (Konvergenz mit Wahrschein-
lichkeit), Variante des Gesetzes der Grof3en Zahl

der Anteil P konvergiert mit Wahrschein- | | der Mittelwert X konvergiert gegen den
lichkeit gegen Ttnach dem Theorem von Mittelwert der Grundgesamtheit (bzw. den
Bernoulli plim(P) = 1t Erwartungswert) g nach dem Satz von

Ljapunoff lim(X) = p

Grenzverteilung der Schatzfunktion® (Variante der
Grenzwertsétze):  ist asymptotisch normalverteilt mit

Erwartungswert Ly und Varianz 05

Grenzwertsatz von de Moivr e-L aplace Grenzwertsatz von Lindeber g-L évy
0 M Oé 0 Mg Oé

X =ZXj nrt nT(1-17) Y = ZXj N no2

P=X/n Tt n(1-m)/n X =Y/n M a?/n

Voraussetzungen bezlglich der Verteilungen von X;,
Xa,... (in der Grundgesamtheit): unabhangig* identisch**
vertellt (independently identically distributed [i.i.d.])

Zweipunktverteilung mit E(Xj) = tund beliebig diskret oder stetig verteilt mit
V(X)) =(1-m) i E(X{) = V(Xj) =02 0Oi

*) Diese Annahme kann auch gelockert werden (Normalverteilung auch Grenzverteilung bei abhéngigen ZVn,
vgl. Satz von Markoff).
**)Verallgemeinerung (nicht identische Verteilungen): Zentraler Grenzwertsatz von Ljapunoff

3. Das Gesetz der grofen Zahl gilt nicht nur fur Kennzahlen einer empirischen Haufig-
keitsverteilung hn(x), wie z.B. das arithmetische Mittel X (in dem Sinne, dass gilt
plimX =), sondern auch fiir alle Punkte'® von h,(x) und der daraus abgeleiteten Sum-
menhaufigkeitskurve Hp(x) in dem Sinne, dass fur jedes feste x bei n — [J die empiri-
sche (Stichproben-) Verteilungsfunktion Hp(x) mit Wahrscheinlichkeit gegen die theo-

!> Eine Abwandlung von Ubers. 7.1 und 7.2 von v.d.L., Induktive.
'8 bei allem Werten von x im Definitionsbereich von h(x).
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retische (Grundgesamtheits-) Verteilungsfunktion F(x) konvergiert. Das ist bekannt als
"Hauptsatz der (mathematischen) Statistik” von Gliwenko und Cantelli.

4. Wir machen im folgenden unterschiedliche Annahmen Uber die Vertellung der X; (in
der Grundgesamtheit)

die X; sind .... verteilt dann i<t .... standardnormalverteilt nach ....

identisch normalverteilt _X—M
mit E(X) =pund VX)) |~ 5/vn

= o (fur dlei = 1,..., n) reproduktiv ist

fr jedesn. Dasist trivial dadie Normalverteilung

identisch verteilt aber _ XM :
nicht notwendig nor- zZ= o/in wenn n — [0 nach dem Satz von Lindeberg Levy

malverteilt

nicht identisch verteilt,
sondern mit E(X,) =, Z—& wenn n — [ nach dem zentralen Grenzwertsatz*

und V(X;) = o?

* von Ljapunow (oder Ljapunoff); am Ausdruck £o? wird deutlich erkennbar, wie wichtig esist, (paarweise)
Unabhangigkeit der Zufallsvariablen X4, X, ... vorauszusetzen.

3. Abschatzungen von Wahrscheinlichkeiten, Ungleichungen in der Stochastik

Von Interesse sind oft nicht nur die Grenzwerte von Wahrscheinlichkeiten, die naturgemal}
meist O oder 1 sind. Es ist oft auch interessant zu sehen, welche Werte eine Wahrscheinlich-
keit mindestens oder hochstens annimmt in Abhéngigkeit von bestimmten Momenten (z.B.
Erwartungswert, Varianz) der Verteilung einer Zufallsvariable X. Ein sehr allgemeiner Satz in
diesem Zusammenhang ist

@  P(h(x)ze) < ENX) (h(x”

wobei h(x) eine belleblge nichtnegative Funktion der Zufallsvariable X ist, E( ) der Erwar-
tungswert ist und der Satz aussagt, dass ein Wert von h(x), der groRRer/gleich € ist hochstens
(<) eine Wahrscheinlichkeit von E()/e hat. Von diesem Satz sind die bekannten Ungleichun-
gen von Markoff und Tschebyscheff jeweils Speziafalle'. Ist die Funktion h beispielsweise
definiert als h(x) = (x —p)? mit p=E(X), dann ist E(h(x)) natiirlich gleich der Varianz o,
so dass man erhélt

2
@  Plx-pze<>

was eine spezielle Version der Tschebyscheffschen Ungleichung ist.

Achtung: Es ist nicht beabsichtigt, an dieser Stelle die Tschebyscheffsche Ungleichung und
deren Herleitung zu erkldren. Das geschieht in der Vorlesung!!

Man kann eine Abschdtzung auch benutzen, um stochastische Konvergenzen zu beweisen,
z.B. die Konvergenz der relativen Haufigkeit von x/n gegen die Wahrscheinlichkeit 1t Gibt es
nur zwei Auspragungen einer Zufallsvariable, etwa Zahl oder Wappen, so nimmt x die Werte

Y Heike H.D. und C. Tarcolea, Grundlagen der Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung, Miinchen u. Wien
(Oldenbourg), 2000, S. 346.
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O (Nichterfolg) und 1 (Erfolg — z.B. Wappen) an und man spricht von einer Zweipunkt- oder
Bernoulli-Verteilung™ mit f (x) = w*(1- m)*™* fur x 0{01}, 0<m<1.

Ist x =0soist f(x) = 1-7 und fur x = 1 erhd@lt man f(x)=7. Die Zufallsvariable nimmt also
die Werte 1 und 0 mit den Wahrscheinlichkeiten nund 1-n an. Betrachtet man eine Folge
unabhangiger zwelpunktverteilter Zufalsversuche, adso z.B. das n-malige Werfen einer
Miinze, so ist die relative Haufigkeit x/n (relativiert) binomialverteilt mit E(X/n)=m und
der Varianz V(X /n) =m(1-17)/n und es gilt dann gem. Tschebyscheffscher Ungleichung

(4a9) P%%—vw{<s%>l—m.

0 n

Well n auf der rechten Seite im Nenner steht gilt mit n — o fir den Grenzwert dieser Wahr-
scheinlichkeit lim P{ } =1 (weil bei einer Wahrscheinlichkeit > 1 natiirlich nicht definiert ist),
was wiederum nichts anderes ist als das Gesetz der Grolien Zahl in der oben zitierten Form
des Theorems von Bernoulli.

4. Zusammenhange zwischen einigen Konvergenzbegriffen in der Statistik

Man kann eine Konstante ¢ a's eine degenerierte Zufallsvariable x auffassen, so dass x nur
den Wert ¢ annimmt mit Wahrscheinlichkeit 1. Dieses Konzept einer "Einpunktverteilung"

L firx=c

von c stellt sich formal wie folgt dar™®: f(x) = .
sonst

Man kann dann sagen, dass die relative Haufigkeit im Sinne des Gesetzes der Grof3en Zahl

(gem. Gl. 2) gegen die Wahrscheinlichkeit 1 strebt, also lim Pﬂ5 —n{< EE:1 bedeutet fak-
n O

tisch nichts anderes, als dass die Grenzvertellung von — die Einpunktverteilung von n=c
n

ist, so dass das Gesetz der Grof3en Zahl nur ein spezieller Grenzwertsatz (Grenzverteilungs-
satz) ist.

Fuhrt man den Begriff des absoluten Moments k-ter Ordnung ein, was der Erwartungswert
von ‘x"‘ ist, also Eka‘), so bedeutet Konvergenz im k-ten Mittel (abgekiirzt kM) gegen die
Zufallsvariable X oder gegen eine Konstante, etwa p oder c, dass ein entsprechendes Mo-
ment asymptotisch verschwindet: lim EQXn - u|k): 0. Ein spezieller Fall hiervon ist die Kon-

vergenz im quadratischen Mittel (k = 2 oder abgekiirzt 2M), so dass bei hinreichend grof3em n
die Werte X und ¢ mit hoher Wahrscheinlichkeit nahe beieinander liegen und deshab die
Varianz E(X,, —u)® gegen Null strebt. Hieraus folgt auch die oben ausschlieRlich betrachtete

"gewohnliche" stochastische Konvergenz, die auch "Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit"
(abgekirzt WK) genannt wird und die Konvergenz von Verteilungen (VK), wie z.B. die
Konvergenz gegen die Normalvertellung. Es gilt, dass man wie folgt folgern kann:

kM O 2M O WK O VK
(die Umkehrung dieser Schlu3weise, also in der Richtung O ist jedoch nicht zuléssig).

8 Dasist im Prinzip nichts anderes al's die Binomialverteilung fiir den speziellen Fall n = 1.
19 "Sonst" heifdt hier: fiir andere Werte von x, also X Z c.



