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1. Charakter des Problems

1.1. Die Vollstandigkeit eines konometrischen Modells
(1.1) By+Gz=u
B: GxG, G KxG, y und u: Gx1, z: Kx1

besagt, dass bel gegebenen Variablen-Vektoren u und z sowie Koeffizienten-Matrizen B und

G die G endogenen Variablen y des Vektors y' = [y, .., Yg| eindeutig bestimmt sind, d.h., dass
Gl. 1 aus G unabhéangigen Gle chungen besteht.

Ein vollstandiges Modell ist zweitens identifizier bar, wenn bel gegebenen u, z, y auch B und
G eindeutig bestimmbar sind. Ist ein vollstdndiges Modell zugleich auch identifizierbar (was
nicht notwendig aus der Vollstandigkeit folgt), so ist drittens zu untersuchen, ob und wie es
geschéatzt werden kann.

In einem Modell kénnen evtl. nur einzelne strukturelle Gleichungen oder auch nur einzelne
Parameter identifizierbar sein. Ein rekursives Modell ist stets identifizierbar. Definitions-
gleichungen bieten kein Identifikationsproblem, da ale Parameter a priori bekannt sind. Sie
haben nur die Funktion, die Ldsungsmenge zu beschrdnken und zdhlen mit bei den G
Gleichungen des Modells. Zu unterscheiden ist auch Unter- und Uberidentifikation Unter-
identifikation ist kein stochastisches Problem (hier ist Uberhaupt keine Schdtzung maglich),
wohl aber die Uberidentifikation, bei der es ein Nebeneinander verschiedener Schatzmoglich
keiten gibt.

1.2. Es gibt verschiedene Definitionen der |dentifizierbarkeit (exakte Identifikation oder
Uberidentifikation), die dquivaent sind™:

1. die strukturellen Gleichungen missen statistisch verschieden sein: @ne Gleichung ¥ (i
=1,.,G), in der alle Variablen des Modells vorkommen, ist stets unteridentifiziert, well
jede Linearkombination dieser Gleichung mit einer anderen Gleichung des Modells von
der urspringlichen Gleichung fur y; nicht unterscheidbar ist (zum Begriff der Beob-
achtungsaquivalenz, siehe Abschn. 3.3);

2. die Likelihoodfunktion as Funktion in den Strukturkoeffizienten L = L @B, G) = L(A)
hat ein eindeutiges Maximum (exakte- bzw. Uberidentifikation) oder aber mehrere
Maxima (Unteridentifikation), man beachte, dass A hier die Blockmatrix [B:G] ist; und

1 Valvanis, Econometrics, S. 90 f.
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3. die Parameter konnen aus der bedingten Verteilung f(yy, ..., Yo X, ..., X, Vi, -.. ,Vg) alSO
der reduzierten Form bestimmt werden.

Die Identifizierbarkeit nichtlinearer Gleichungssysteme ist nicht in der gleichen Welse vor
der Schétzung mit Identifikationskriterien (siehe unten) zu Uberpriifen, wie das bei linearen
Systemen maoglich ist. Es soll nun der dritte der genannten Begriffe (eindeutiger Schlufd aus
der reduzierten Form) ndher erléutert werden.

1.3 (von der reduzierten Form zur drukturellen Form) Die Identifikation eines 6kono-
metrischen Modells als Ganzes verlangt, dass von der reduzierten Form eindeutig auf die
strukturellen Form zurtick geschlossen werden kann:

reduzierte Form strukturele Form

(1.2) yi=-B'Gz;+B'w =Pz +B'w |—» |By;+ Gz =u, oder [B G]gtgz u,
&2 0

wobei P = -B'G aus GK Koeffizienten besteht und in A = [B:G] genau G(G + K)-G Koeffi-
zienten (bel Normalisierung) also G(G + K - 1) Koeffizienten auftreten.

Mit GK Koeffizienten der reduzierten Form sind also G(G - 1) + GK zu schétzen, d.h.
es mussen mindestens G(G - 1) Koeffizienten b bzw. g (in den K oeffizientenmatrizen
B und G) Null sein (notwendige Bedingung).

Die reduzierte Form |&l3 sich stets mit der Methode der kleinsten Quadrate bestimmen, denn
E(y¥z) = Pz sofern nicht die Regressoren z kollinear sind und mit P und S, (Varianz-Ko-
varianzmatrix) ist die bedingte Verteilung von y bestimmt. Oder:

Eine Struktur (S) einesModells (S, S,, ...) ist identifiziert, wenn keine andere Struktur
desselben Modells dieselbe reduzierte Form (P, S,) hat. Andernfalls sind mehrere
Strukturen mit den Beobachtungen (d.h. der bedingten Verteilung vony, ..., Yo)
vertraglich (sie sind beobachtungsaquivalent [observational equivalence]).

1.4. Das Problem |&t sich verallgemeinern: ein Identifikationsproblem ist stets dann ge-
geben, wenn verschiedene Spezifikationen eines Modells zu den gleichen beobachtbaren
Konsequenzen fihren. Dann it mit empirischen Methoden nicht entscheidbar, welche
Struktur Sy, S5, ... desModellsM (S, S,, ... 1 M) die Beobachtungen erzeugt haben konnte.

Beispiel: "Fehler in den Variablen” (Mef¥fehler) iny und x bei der Regression von y auf x.
Die Regressonsfunktion ist dann ohne Spezifikationen Uber die Vertellung der
Mel¥fehler nicht identifizierbar.

Im folgenden behandeln wir nur Beispiele fur das Identifikationsproblem im Zusammenhang

mit simultanen (also B * 1) 6konometrischen Modellen.

1.5. Auch bei dynamischen Modellen entstehen Identifikationsprobleme. Das autoregressive
Modell vy, = é B,L'y, +?z,+u, (wobei gund z K-reihige Vektoren und L der Lag-Operator
ist), sind die Parameter b; nur bel Restriktionen beziiglich der zuldssigen Prozesse {u}

identifizierbar. In alen Féllen, in denen erwartungstreue und konsistente Schétzungen von 3
moglich sind, ist auch die Identifizierbarkeit gesichert. Da jedes autoregressive Modell in ein

distributed-lag-Modell 'y, =§ R,L'z, +?z, +u, Uberfihrt werden kann und umgekehrt,
kénnen auch hier |dentifikationsprobleme entsteher?.

Zvgl. hierzu: Schonfeld. Methoden der Okonometrie, Bd. 2, S. 33, 60f, 87.
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2. Beispiele: verschiedene Marktmodelle und ihrereduzierte Form

2.1. Untersuchung der reduzierten Formen

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann bel der Nachfrage- und derAngebotsfunktion das

absolute Glied gio und g Weggelassen werden (Verwendung von deviation scores [zentrierte
Variablenwerte, so dass der Mittelwert O ist]!).

Essaeny; = Menge, ¥, = Preisund z, 2z, z3, ... Seien verschiedene exogene Variablen

Modell Nachfrage Angebot
A yi+by,=u Y1+ by, =
B yi+ by, + guzi=u Y1+ by, =
C Y1+ by, + guzi=u Y1+ boyo + oZo= W
D Y1+ Dyo + 0uzy + GisZz = Uy Y1+ boyo + ozo= W
oder in Matrixschreibweise (Modell D, die anderen sind Spezialfélle hiervon)
éz, U

é b 0 éu, U
€ 12LEY1U é; 0 gUe "¢ 1u bzw. By + Gz =u

u é
gl- b22 20 eo gzzogzlé al,

Die reduzierte Form errechnet sich unter Beriicksichtigung von [B|=b,, - b, und der In-

1 é- b22911 b12922 22913u epll p12 plS ébll b u

(2.1)

versen - B'G= & 0=é g sowie B! = S
b22 - b12 e G - O Os 0 @P21P2 Pl 3321 22u
ézu |
ey u ep Py, P eb b, Géu, u
2.2) E 12 13Uu2223 11 @ i oder
éyz é:)leZZ P23l eb21 b, g,

&2 H
y =(-B*G)z+B 'u (= reduzierte Form), so dass b; die Koeffizienten in B sind.

Fiir die oben unterschiedenen Modelle bedeutet dies dass das System nach Art der Ubersicht 1
aufgebauit ist. so dass man die Strukturkoeffizienten gemél’ Ubersicht 2 berechnen kann.

Im Modell D muss danach gelten
" Py _- P

b 3
22 p22 p23

was bei empirischen Koeffizienten der reduzierten Form aber keineswegs notwendig erfillt
sein mul3, d. h. die Angebotsfunktion im Modell Dist Uberidentifiziert. Man wird in der

Regel mit —21 und P13 unterschiedliche Schétzer b, fir b,, erhalten.
p22 p23

Das Modell A ist demgegentber unteridentifiziert und im Modell B ist die Angebots- aber
nicht die Nachfragekurve identifizierbar.

Nur dasModéll C ist as ganzes exakt identifiziert.
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Ubersicht 1: reduzierte Formen der Marktmodelle

Modell

Digth bialk Pi1Z1 Pi2Z2 PisZ3
A _ b22u1 - b12u2
e b, - by, b, - by,
- U, u,
Y2= b22 - b12 b22 - b12
-b,.c
B y1= wie Modell A “ Dzt
bzz - b12
_ : C,.Z
Y2 = wie Modell A - e
bzz - b12
b.c,.z
C y1= wie Modell B 12“22b =
22~ M12
Yo = wie Modell B - CxZ,
2 ” b12
-b,,C.z
D yi= wie Modell C — 233
b22 - b12
= i C,.Z
Yo = wie Modell C C1345
bzz - b12

* die GréRen by sind die Koeffizienten in B gem. Gl. 2.2 (reduz. Form)

Ubersicht 2: Berechnung der K oeffizienten der strukturellen Form
(Strukturkoeffizienten)

im Modell
A B C D
by, |nicht moglich | nicht moglich - Pi2/Pa wie bei Modell C
by, |nichtmoglich |- p,./p, wie bei Modell B | es mussen zwei
Gleichungen fir by,
gelterr
ou |existiertnicht  |nicht moglich | - p, - p,b, wie bei Modell C
Op |exidiertnicht |existiert nicht - Py - Puby, wie bel Modell C
Oz | existiertnicht | existiertnicht | existiert nicht - Pus- Puby

* vgl. Text oben
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2.2. Abzahlregel (notwendiges, aber nicht hinreichendes | dentifikationskriterium):

Die Anzahl N der in einer Gleichung ausgeschl ossenen Variablen (endogen oder vorher-
bestimmt) muR3 G-1 sein (G = Anzahl der endogenen Variablen des Modélls).

In den Modellen (obigen Beispielen unter Nr. 2.1) ist G =2 und

K (vorherbe-

ausgeschlossen in der

ausgeschlossenin

A keine (K = 0)

Null Variablen
ausgeschlossen

ausgeschlossen

Modell simmte Nachfragefunktion der Bemerkung
Variable) Angebotsfunktion
G=2,N=0<G-1 |N=0Vaiaden

unteridentifiziert

K=1(zy)

N =0 (keine Variable
ausgeschl ossen)

N =1 (némlich z;
ausgeschl ossen)

nur Angebot ist iden-
tifiziert

C |K=2@z) N=1(z N=1(z) exakt identifiziert
ausgeschlossen)
D [|K=3(z1,25,2) [N=1(2p) N = 2 (2, und z3) nur Nachfragefunktion

ist identifiziert

3. Interdependenz und I dentifikation
3.1. OLSund Haavedmo-Bias®

Wendet man die Methode der kleinsten Quadrate auf die strukturellen Gleichungen (= ordi-
nary least squares OLS) des Moddlls A an, so erhdt man die folgenden Schatzwerte

(3.1) 612 = 622 = Cov(y.y,) _ Cy.y2) .
Va(y,)  V(y.)
Mithilfe der folgenden Gleichungen (vgl. Ubers. 1) erhdlt man
b,U, - bu u,-u
(3.2 y,=—2-2" "2 ypgy =21
' by, - by, > by,-b,,

so dass man fur die Varianz V(.) und Kovarianz C(.) in Gl. 3.1 erhélt

(338  V(y,)=

2 2
S5-2S,,+S;
2
(b12 - bzz)

und

b S; B (b12 +b22)312 +bzzsf

(3.3b)  C(yy,)=—*

S0 dass sich fur

(b12 - b22)2

(3_4) C(Y1Y2) — blzsi - (b12 + b22)512 +bzzsf
V(yz) Sg' 2512+Sf

® Der hier dargestellte simultaneous equations bias (erstmals gezeigt in T. Haavelmo. The Statistical Implications
of a System of Simultaneous Equations, Econometrica 11 (1943), 1 - 12) wird Ublicherweise nicht an diesem
Angebots- und Nachfragenkurvenschema sondern an dem Zwei-Gleichungs-Modell (1) C = C(Y) (Konsum-
funktion, daher Y ® C) und (2) Y = C + | (daher auch die umgekehrte Kausditét C ® Y) dargestellt. Im
Anhang wird noch einma deutlich gemacht, dass dieser Bias nicht mit Frage zu tun hat, ob ein Modell

identifizierbar ist oder nicht, sondern nur mit der Existenz eines interdependenten Modells.
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ergibt. Dabel ist im algemeinen wegen der Interdependenz von y; und y nicht zwischen by,
und b, zu unterscheiden, weil das Modell A ein unteridentifiziertes Modell ist’, d.h. die
Angebots- (by) und Nachfragekurve (by,) kdnnen gar nicht identifiziert werden.

3.2. Interpretation der Unteridentifikation vom Modell A
Man kann jetzt annehmen

Annahmen Konsegquenz

1. Unkorreliertheit der Storgrof3en s=0 | C(yy,) b,s?
12/ — X125 2

und Konstanz der Nachfrage = =b
S1= 0 V(yz) S; .

(alle Beabachtungen liegen auf einer gegebenen Nachragekurve
und sind entstanden durch V erschiebungen der Angebotskurve)

2. Unkorreliertheit der Storgrof3en S,=0
und Konstanz des Angebots

(alle Beobachtungen liegen auf einer gegebenen Angebotskurve
und sind entstanden durch Verschiebungen der Nachragekurve)

: Cly.Y,) _ bS: —
5220 1 v(y,) s

22

Im Fall 1 wird durch die Regression von y; auf y, die Nachfrage- (b, identifizierbar), im Fall
2 die Angebotskurve (b, identifizierbar) geschétzt. Dies sind Beispiele einer Identifikation
durch Annahmen Uber die Varianz-Kovarianzmatrix der StérgrofRen u, und uw, also Uber

é u
S= AS 81220 (vgl. auch Abschn. 4.2).

§12 S, 0

3.3. Beobachtungsaquivalenz von Angebot und Nachfrageim Modell A

Im Modell A sind die Nachfragefunktion R,y =u, und die Angebotsfunktion R,y =u, vom

statistischen Standpunkt gleich, d.h. gleiche Funktionstypen und gleiche Variablen y;, vy, und
éy,u

U, W in den Vektoren y = gy a und u= guu . Es gentigt auch nicht zu wissen, dass by, >0
20 2U

und by, < 0 sein sollen (also aus 6konomischen Grinden die Steigungen positiv bzw. negativ
sein sollten), um die Gleichungen zu unterscheiden, denn jede Linearkombination, d.h. Ver-
schiebung, der beiden Funktionen, etwa

KRy +K By = (klﬁ'1 + sz'z)y =d,y = v, mit ki+k, = 1 (wegen der Normierung by, = by = 1)
und ganz andog KRy + 1Ry = (rlrz{1 + rZB'Z)y =d,y =V, mitr+, =1,

erzeugt wieder lineare Gleichungen in y; undy, mit der gleichen reduzierten Form, ndmlich

éy, u év,u .
(3.5 éylu=D'lévla mit
&2 &2l

D! :gd Hl - 1 gl(blz- b22)+b22 - kl(b12 - b22)' bzzg
Zo Py (b22 - blz)(kl - rl)é -1 1 u

Bei v, =k,u, +k,u, und v, =ru, +r,u,. Ausmultipliziert ergibt das die reduzierte Form von
Abschn. 2.1. Mit den Parametervektoren b; und b, sowie den StérgrofRen u und y entsteht
die gleiche bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung, wie mit d; und d, sowie den Storgrofien
V1 und Vs

* Man beachte, dass dies ein grundlegenderer Mangel ist, als dass nur der Parameter b nicht erwartungstreu zu
schétzen ist, wieim Beispiel von Haavelmo (vgl. vorangegangene Ful3note).
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3.4. Verallgemeinerung

Die 6konometrische Struktur By + Gz = u oder Ax = u mit A = [B:G] und X' = [y":z] ist einer
Struktur A*x = u beobachtungsaquivalent, wenn eine Transformationsmatrix T dergestalt
existiert, dass

1) A* =TA dleapriori Restriktionen von A erfillt
2) S*=TST'dleapriori Restiktionenvon S erflllt und
3) T nichtsingulér ist, also ¥arY2 0.

Das Modell ist dann (als Ganzes) exakt identifiziert, wenn die einzige zulassige Transfor-
mationsmatrix T =1 ist.

Zwei beobachtungsdquivalente Strukturen A und A* haben die gleiche Likelihood-Funktion
und die gleiche reduzierte Fornt:

A*x=(TA)x=(TB)y +(TG)z =u* = Tu hat die reduzierte Form
(rBY {(TB)y +(TB) {(TG)z=(TB) 'u also
36) y=-(BTTGE+B T Th=-B'Gz+Bu=2z+v.

Beispiel:
. . é(l 1- klu .
In 3.3 wurde das Modell A transformiert mit T = g g und [T| =k, - r;; dannist
gn 1l-nq
B*=TB = ?1 kl(blZ - b22)+b223
gl rl(b12 - b22)+b22 u
Man erkennt hieran auch, dass [T|=k,- r;* 0 sein muf, denn firr k, = ryist B* vom Range 1,
. . . 3 : : és? s,,U
also ¥B*Y2= 0. Mit T wird auch a nicht verandert. Wenn im Modell A gilt S=¢a S U
S, S20
: és*2 s* U .
dannist S* :és S 2 mit
8*, $%0

* 2 2
SZI.2 - klrlsl + (ker + erl)SlZ + erZSZ 1
s, =k’s?+2kk,s,, +k3s2 und
S, =I7SZ+21rs,, +1’s2.

Eine Restriktion s 1, = O bliebe durch diese Transformation jedoch nicht in Form von s;, =0
erhalter?.

3.5. Identifizierbarkeit rekursiver Modelle’

Rekursive Modelle sind stets identifizierbar, weil die einzige zulassige Transformations-
matrix. T in B* =TB die Matrix T = | ist, wobei B* und B Dreiecksmatizen snd (kenn-
zeichnend fir den rekursiven Modelltyp). B* ist ebenfalls eine Dreiecksmatrix sein und das

> Johnston, Econometric methods, S.353f.
® zahlenbeispiele hierzu: Schneewei3, Okonometrie, S. 264f.
" Schneewei B, Okonometrie, S. 286, Aufgaben 10- 17.
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Produkt zweier Dreiecksmatizen T= B*B™ ist ebenfalls eine Dreiecksmatix denn. Mit der
normierten Dreiecksmatrix T (t; = 1) wird aber die Diagonalgestalt von & zerstort, denn

és?  tys; .0
S*=TST'= gtms t2s?+s? 3 eine symmetrische Matrix mit den Elementen

§ Py

|

s, = a tis? in der Hauptdiagonale (bei t; = 1) und s; = é tytySe +1;S7 sonst.

k=1

Ergebnis: Jede Transformationsmatrix T * | zerstért entweder nur die Restriktionen der
Matrix & oder diese und digjenigen von B, so dass keine Beobachtungsiquivalenz mehr
vorliegt. Dasrekursive Modell ist also stetsidentifizierbar.

4. ldentifizierbarkeit durch a priori Kenntnisse tiber Parameter,
Storgrofen und exogene Variablen
Das unteridentifizierte Modell A:
y, +bLy, = U, Nachfrage
Y1 tbyy, =u, Angebot
kann durch a priori Annahmen oder Informationen Uber strukturelle Parameter, Uber die

Storvariablen und Uber exogene Variablen, bzw. eine Kombination dieser Féale, identi-
fizierbar gemacht werden. Wir betrachten hier nur einfache Beispiele von Annahmen:

4.1. Annahmen Uber Strukturkoeffizienten:

Identifizierbarkeit der Nachfrage im Modell B von Abschnitt 2.1 adso der Gleichung
y, +b,, + 9,z =u, durch die Restriktion b,, +g,, =0, aso nach Normalisierung (by; = 1)
1+g, =0, g, =-1. Die (identifizierbare) Angebotskurve bleibe wie bisher angenommen.
Die reduzierte Form ist dann

b
- B'lG:;eJr 223 Sp”u,sodass mit b, = " Pu

b22' blz é- 1 a €éPad P21
Restriktion gy, = -1 identifizierbar geworden ist.

die Nachfragefunktion durch die

Ubliche a priori Restriktionen sind ferner b, =0 oder b; /b,, =a, eine bekannte Konstante a
oder b; =b,,. BloRRe Ungleichheiten (Ungleichungen) wie b; >0 oder b, £0 helfen jedoch
nicht bei der Besaitigung von Unteridentifikation.

4.2. Uber die Varianz — Kovarianz— Matrix S, der Stérgréfzen u

Beigpidl: Identifikation der Nachfrage im Modell B von Abschn. 2.1 durch die Annahme

é&? 0U & ou : .
.=&_ @ oder noch spezieller & * L4, denn fur transformierte StorgroRen u gilt
e S50 60 ksig
: et, 1- tu o * o ' . , . e
bei :% dass a,=Ta,T nicht diagona ist (vgl. Abschn. 3.4). Man erhélt die

neue StorgroBe u, = t1u1+ (1- t,)u,. Da u und y unabhangig sind, kann u, wie gefordert nur
dann von W, unabhangig sein, wenn t; = 0, d.h. mit der obigen Spezifikation S, (als
Diagonalmatrix) wird auch die Nachfrage identifizierbar. Da die reduzierte Form stets
identifizierbar ist, ist die Varianz-Kovarianz-Matrix der StérgrofRen vy, v, der reduzierten
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Form S, gegeben. Ferner ist &,=B*4 ,(B")' und &, =&, ( der beobachteten endogenen
Variableny), so dass man mit s> =k >s? zwei Gleichungenin b,,und b, erhalt

s? éb2 -b2k -b,,-Db,ku

(41) SV — 1 5 é 22 12 22 12 L’j
(bzz - blz) & by - bk 1+k g

Daraus ergibt sich (ebenso aus Abschn. 3.1)

C(v,v,) _ C(y.Y,)

42) - b, - Kby, = (L+k)21V2) = (g 4 ) AVY2)
(42 Y0 TNy
- VOV) e V()

43) b - kb2 =(L+k) 1) = (14 ) W)
(43 v, ey

Doppeldeutigkeit® ist dadurch zu eliminieren, dass aus ékonomischen Griinden b,, <0 und
b,,>0 seinmussund b,, identifizierbar ist.

4.3. Uber exogene Variablen®’

Zerlegung der Storgrofen u; in eine systematische (durch z; erklarte) und eine zuféllige
Komponente: u; = guztv,. Damit entstent aus Modell A das Model B fir die
Nachfragefunktion.

Da z exogen, kann es as instrumentelle Variable (Instrumentalvariable) benutzt werden, d.h.
Multiplikation vony; =- b,,y, +u, mit z, und Bildung von Erwartungswerten liefert

E(y:z) = -b,,E(y,z,)+ E(u,z,), wobei E(u,z,), die Kovarianz der StorgréRe s, mit der exo-
genen Variablen z, null ist. Man schétzt somit

44) - b,=Wd)
“Cy.2)

d.h. die Angebotsfunktion ist identifizierbar. Analoges Vorgehen bei der Nachfragekurve
fahrt zu

(45) - C(y:2) =b,C(y,,2,) + 8.V (2),
so dass die Nachfragekurve nicht identifizierbar ist.

4.4. Trotz exakter Identifizierbarkeit einer Gleichung im Rahmen eines Modells kann diese
evtl. nicht schatzbar sein. Mit den Instrumentalvariablen z und z erhdt man fur die Nach-
frageim Modell C

&Cly,z,) V(z) t,ééug:_écwlzl)q
&(Y,2,) C22,)E0.0 &z,

was voraussetzt, dass die Kovarianzmatrix vom Range 2 ist. Sie ist es nicht, wenn z, = kz,,
so dass de Zeilen linear abhéngig sind (dann ist auch die Angebotsfunktion des Modells C
nicht schétzbar: Kollinearitét), bzw. wenn y, =kz, (oder y, =kz,), so dass die Spalten linear
abhangig sind (in diesem Fall kann die andere Gleichung, d.h. die Angebotsfunktion jedoch
trotzdem schétzbar sein).

(4.6)

® Im Grundereicht Gl. 4.2 dajab,, bekannt ist (Angebotsfunktion identifizierbar).
® Ausgangspunkt der folgenden Betrachtung ist wieder die Nachfragekurveim Modell A.
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5. ldentifikationskriterien'®: Restriktionen beziiglich struktureller
Parameter

5.1. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird die Identifizierbarkeit einer (der ersten)

Strukturgleichung eines deterministischen Modells B y + Gz = 0 untersucht, dessen reduzierte
Form

(5.1) y=-B'Gz=Pz

lautet, wobei B und G Blockmatrizen mit folgenden Vektoren und Untermatrizen seien

6, U €7,
B= gﬂ mit b,' vom Typ 1" Gund B; vom Typ (G-1) " Gist und G=% & analog definiert
&l ¥

ist mit K Spalten. Dann lautet die erste Gl. "der strukturellen Form Ry =- 2,z und unter
Verwendungvon Gl. 5.1 B2z =- ?,z.

Postmultiplikation mit der Diagonalmatrix D = lig s0 dass gilt zD=I, licfert
A

- ?,=R? bzw. als Spalten- statt Zeilenvektor

(5.2 -?2,=?2'R,,

ein Sysem vom K (Anzahl der exogenen Variablen) Gleichungen mit K + G - 1 Unbe

kannten, sofern keiner der Koeffizienten 1, by, bz, ..., big Qi1 G, ..., G, @ priori Null

gesetzt werden kann. Annahme; von den Koeffizienten der G endogenen und der K exogenen
Variablen seien in den Vektoren 13, und g; genau G-g bzw. K-k Null, also
B=[l by, - b0 - 0]_é'5,ﬁ g gé und analog

u

=[1 Oo -+ luO - 0]:% 1'(|(<)-k)[§]

Dannist Gl. 5.2 zu schreiben as

(5.29)

@D> (D> D>

k k” k” (G-
mltdenDlmensonene ﬂ g g ( 9) ﬂe g u.
&Kkl &K-K) g (K-K) (G- 9)i&G- ol

So dass man zwel Systeme erhdlt:
(5.3) -?2,=7?, kgl und

(5.4) O« =?‘K—k,gr31'

Aus dem homogenen System 54 von K-k Gleichungen mit g Unbekannten &% sich der
Vektor b, (mit g Elementen) und damit gem. Gl. 5.3 auch der Vektor g, (mit k Elementen)

1% Fiyr die Identifizierbarkeit einer Gleichung im Rahmen eines (M ehrgleichungs)Modells.
! Der Einfachheit halber betrachten wir 0.B.d.A. nur die erste Gleichung des Systems.
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berechnen, sofern der Rang (Anzahl der linear unabhangigen Spaltenvektoren) von ? .

genau g1 oder kleiner ist (er kann nicht grofer als g1 sein, da es nur g Zeillen sind und bei

vollem Rang fir b; nur die triviale Losung moglich wére, folglich ist der Fal rg(P) 3 g
ausgeschlossen).

Das Rangkriterium der Identifizierbarkeit der Strukturgleichung fur y; ist dann
(655  rg(? k) EQ-1

Wegen rg(P gx«) = min (g, K-k) sind bestimmte Kombinationen mit dem notwendigen, aber
nicht hinreichenden Abzahlkriterium (order condition vgl. Abschn. 2.2) ndmlich

(K-K)+(G-g)3 G-1dsoK-k3g-1
von vornherein ausgeschlossen, so dass gilt:

Der Rang rg(P gx) ist
Abzahlkriterium <g-1 =g-1 >g-1
K - k<g- 1 (unteridentifiziert) unteridentifiziert unmoglich unmoglich
=0 - 1 (exakt identifiziert) unteridentifiziert* | exakt identifiziert unmoglich
> g - 1 (Uberidentifiziert) unteridentifiziert* | Uberidentifiziertda)|  ynmoglich
lineare
Abhangigkeit

In den Féllen * wirde man sich mit dem Abzahlkriterium irren. Dabel ist jeweils der Rang
durch lineare Abhangigkeit zwischen Zeilen oder Spalten reduziert.

Im Spezidfal g = 1 und k = K (keine smultanen Gleichungen, Fall der multiplen Regression
vony, auf z, 2, ..., % , SO dass das Identifikationsproblem gar nicht erst entsteht, erhdt man
aus Gl. 5.2 well die reduzierte Form mit der strukturellen Form identisch ist und man OLS

einfach auf die strukturellen Form anwenden kann: g, =-p,; firj =1, 2, .., k (bzw. K, daja
k =K)

5.2. Ander e Fassung des Rangkriteriums:

Eine Verhdtensgleichung ist identifizierbar, wenn wenigstens eine G - 1 reihige Determinante
konstruierbar ist aus den Koeffizienten der Variablen, die aus der fraglichen Verhatens-
gleichung ausgeschlossen sind (und in den Ubrigen G - 1 Verhatensgleichungen enthaten
sind), die nicht null ist.

Beispiel: Bei der Angebotskurve™ im Modell B im Abschnitt 2.1 ist Identifizierbarkeit geben

0
10.
Ou1

wenn g ! O well

5.3. FUr die stochastische Version gilt nach Pramultiplikation der reduzierten Form mit 3,
Ry=B?z+RBB'u.
Die erste Zeile des Produkts 3,B* lautet 1 00 ... 0, so dass mit B, B*u die StorgroRe (Ska-

lar!) u der ersten Gleichung entsteht, die auch u, =Ry +?,z ist. Daraus folgt - ?,z=R?z
und damit wie oben Gl. 5.2.

12 Beachtey, stellt zwei verschiedene Variablen dar (angebotene- und nachgefragte Menge).
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5.4. Es empfiehlt sich, das Rangkriterium auch aus der strukturellen Form herzuleiten®. Ver-

0. U
einbart man fur By + Gz = 0 mit B = Solg- 9 Blu wobei By vom Typ (G-1)" (G-g) undy ein
é Bo U

ye " ’)" AN
G 1 Spatenvektor ist und G= Eéol K-k 71 "H wobei Gy vom Typ (G-1)" (K-k) und z €in
é o 0
K" 1 Spaltenvektor ist. Dann muss zur exakten Identifizierbarkeit mit A, =[B,:G,] die fol-
gende Bedingung erflllt sein

(5.6) rg(Ag =G-1

Beweis: Der Rang von A, bleibt unverandert, wenn man Ay um die entsprechenden Null-

0, » u
vektoren zu einer G (G-g + K-k) Matrix A erweitert A = g)lg‘g) Olgo‘ Y. Das gilt auch,
& Bo a
wenn man A mit B™ pramultipliziert (darg (B) = G > G-1, algemein: der Rang einer Matrix
ist gegentiber der Multiplikation mit einer reguléren Matrix invariant), wobei in B die ersten
G-g Reihen durch die Koeffizienten der in Gl. 1 des Modells nicht enthatenen endogenen
Variablen besetzt seien, so entsteht wegen BB =1, -B’G =P die Blockmatrix P

é G K- k U
_8 ) ’
P= g(G-g)'(G-g) : (G-g)’(K-k)l:I
& 0 2 u

8 Yy (G-9 T fgk-n O

wobel ? o« €iNne Matrix ist, deren Gestalt im weiteren ohne Belang ist. Die Determi -

nante dieser Matrix ist offenbar | ¥P ¢ k4 + Oy k-l = 0 = 0, so dass die Blockmatrix P
nicht vom vollen Rang G ist, sondern vom Rang G - 1, denn

rg(P) =rg(l) +ra(? 4 . y) =T19(A,) =G- 1, daP eine (Block-)Dreiecksmatrix ist.
“G- 9 T

rg(Ao) < G-1 kann eintreten wenn:

1. Ay zu wenige Spdten (G-g + K-k) hat, so dass Gg + K-k < G-1 und damit K-k < g1
(dieser Fall bestétigt lediglich das Abzahlkriterium), und

2. Wenn eine Zeile oder Spalte von Aq identisch Null ist.
Gegeben sai das Modell (G =3)

1
() y,+bpy, + b_zl =uU

21
(2) by, +y,+z,=u,
(3) b32y2 + y3 + 932 >q2 = u3

9 00
Dann gilt fUr die erste Gleichung A, = SO 3 asorg(Ag) = 1.
&l Ox(

Zur Herleitung von Ag beachte: (Gl. 2) 0xy, + 0>z, und (GI.3) 1xy, + 0., X2,

13 Wonnacott u. Wonnacott, Econometrics, S. 348ff, ahnlich Johnston, Econometric Methods, S. 359f, aber mit
vollig anderer Symbolik!

14 Zeilenvektoren, die die erste Zeile von A bilden.

1> Gantmacher, Bd. 1, S. 44.
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3) Wenn lineare Abhangigkeit von Zellen oder Spalten in Ay besteht, was fir Gl. 3 in
diesem Modell der Fall ist, denn dann ist (die Zeilen und Spalten beziehen sich jetzt auf
y1 und zy)

A el ]/b21u
0=
3321 1 U

5.5. Man kann die Identifikationsregeln auch wie folgt schreiben: gegeben sei eéin Modell mit
G endogenen und K exogenen Variablen. Diei-te Gleichung ist dann

also auch hier wieder rg(Ag) = 1< G-1, weil YAy/=1- 1=0.

unteridentifiziert | exakt identif. | Uberidentifiz.

Bedingung underidentified | just identified | overidentified

notwendig: Anzahl der in der i-ten Gl.
<G-— —c_ SG-
nicht enthaltenen Variablen* G-1 G-1 G-1

notwendig und hinreichend: Anzahl
der nichtverschwindenden G-1 reihigen De- 0 1 >1
terminanten gebildet aus den Koeffizienten
der in der i-ten Gl. nicht enthalt. Variablen*

* ega ob exogen oder endogen
Fur das Kriterium mit den G-1 reihigen Determinanten vgl. Anhang Nr. 2, Seite 17 unten.

5.6. Transformationsmatrizen fur a priori Restriktionen (des Typs der zero restrictions): Die

Matrix A, :[BOEGO] erhdlt man fur die i-te Strukturgleichung durch A X ., wobel f . ein

Spaltenvektor'® mit G+K Zeilen ist. f . enthdlt das Element 1 fir eine zero restriction, und
Elemente O sonst. Beispiel: Die Nachfragefunktion im Modell D von Abschn. 2.1 ist

_é b,g, 0 9133 0

gl b, 0g, Oy

_ €00100qu ¢ = (31911 913@

2= &0001d" ™ 2 &0 oM

D

f1:[0 0 01 0],Af1: ldndfurdleAngebotsfunktlongllt
20

é?i‘”’

Das Kriterium der Identifizierbarkeit der i-ten Gleichung ist dann rg(Af ;) =rg(A,) =G -1.
Ein Modell ist dann Uberidentifiziert, wenn es wenigstens eine Gleichung i enthdlt, fir die gilt
rg(Af )=G.

5.7. Nichtlinearitét kann Identifizierbarkeit (eines nicht identifizierbaren linearen Modells)
bewirken. Beispiel: Modell A werde wie folgt modifiziert”

Y, thpy, =u,
Y1 +h,,y, +byys = u,
40§
Dannist Af, :§3 ﬂ vom Rang 1 und damit ist b,, identifizierbar, wenn b,,* 0; dagegen
8230
ist rg(Af ,) =0, so dass die Angebotsfunktion nicht identifiziert bleibt. Jede Linearkombi-

nation des Angebots mit der Nachfrage bleibt auch einer Angebotsfunktion beobachtungs-
aguivalent, nicht aber umgekehrt. Schétzung mit der Methode der kleinsten Quadrate auf die

16 allgemein eine Matrix mit einer Spalte fiir jede Restriktion in der i-ten Gleichung.
7 shnlich Malinvaud, Statistical Methods..., S. 557. Wie in Modell B die Angebotsfunktion durch Hinzunahme
von z; identifizierbar gemacht wurde, so hier die Nachfragefunktion durch Hinzunahme von (y,)?.
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Strukturgleichungen (also OLS™)

damit by, * b,, waren'.

Ist wegen Abschn. 3.1 gleichwohl nicht zulassig, obgleich

6. Uber- und Unteridentifikation, Multikollinearitét

6.1. Interpretation der Uberidentifikation der zweiten Gl. (Gl. 6.2) im Modell
(6.1) y, +b,,y, + 0,2 + 0,2, = u, (Nachfrage) [unteridentifiziert] und
(6.2) b,y,+V, =u, (Angebot) [Uberidentifiziert].

Man erh&lt dann namlich zwe Schétzungen fur b,,, namlich

(633  bY =P und 63b) b2=_Pz

11 12

Mit der indirekten Methode der kleinsten Quadrate (ILS) erhd@lt man die Normalgleichungen
(Stichprobenumfang T, Bebochatungent = 1, 2, ..., T)®

(6.4) Z2'Zp, =1'y,

€2,,2, 27,0 €p, U ul
mitz'=g * 2 o p=atqundy =5 Yi=1,2,

e wWwrFE—e U iTé-u

&nZyn Ly éPi2 A /

gyirt

Woraus sich dann auch die genannten 4 Koeffizienten p (i = 1, 2) wiefolgt errechnen lassen.

~ r,,-r,.,r
s 5P VO B Gl
P11 V(yl) rylzl - rylzzrzlzz

A I -r.,r
(65b) - b(221) :@ — V(y2) « Y222 YoZy Z9Z9

P12 V(yl) r.ylzz - r.ylzlrzlzz

also mit Gleichungen, die sich bel unabhangigen Regressoren (rzlZ2 =0, aso verschwindender

Korrelation zwischen z und z) entsprechend vereinfachen. Die beiden Schétzungen stimmen
nur dann Uberein (d.h. die zweite Gl. des Modells, also Gl. 6.2. ist identifizierbar)®, wenn
dann fur die Verhdtnisse der partiellen Korrelationskoeffizienten gilt

(66) ry122'zl - rylzl'zz .
Y2222y ryZZl Zy
Der Koeffizient . ist die Korrelation zwischen y; und z "bel Konstanz" von z (wenn z

Y1224
"auspartialisiert” ist). Die Mehrdeutigkeit von b,; entsteht also dadurch, dass auch die in Gl.
6.2 ausgelassenen Variablen y; und y, beeinflussen, und zwar im unterschiedlichen Ausmal3.

'8 ordinary least squares.

19 Das Theorem von Abschn. 5.5 ist von F.M. Fisher fiir Modelle desin Abschn. 5.6 vorgestellten Typs verallge-
meinert worden, sofern mindestens eine exogene Variable z; existiert.

%0 Man erkennt an der folgenden Gleichung unschwer das Muster der "Normalgleichungen” bei der multiplen
Regression.

2! In der Vorlesung "Multivariate Analyse" werden im Kap. 3 (= Pfadanalyse) zahlreiche Betrachtungen dieser
Art vorgefihrt, bei denen sich die Uberidentifikation dahingehend ausdriickt, dass dann bestimmte Gleichungen
fr die (empirischen) Korrelationskoeffizienten gelten miften (wenn das [Kausal -] Modell gelten soll).
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Waer,, =1, undr, , =r ., asobestimmte (einfache) Korrelationen gleich, so ware dar
122 Y121 Y222 Y221

mit auch Gl. 6.6 erfiillt, d.h.? es ware dann

6(211) — 6(221) — éo Y22, — % Y22y .

avYiZ, adY
Bel nicht unterscheidbarem Einfluss von z einerseits und z andererseits auf y; und y» wirde
sich jedoch das gesamte Modell zum Modell B von Abschn. 2.1 reduzieren, wo (nur) das
Angebot identifizierbar ist®. Man kann weiter zeiger®, dass b} und b? konsistente, aber
nicht erwartungstreue Schétzwerte sind.

6.2. Unteridentifikation und Kollinearitéat: Fir die unteridentifizierte Nachfragekurve im
Modell B (Abschn. 2.1) erhélt man aus der reduzierten Form nur eine Gleichung fir b,, und
g,, namlich g, =-p,, - p,b,,. Die gleiche Situation tritt ein, wenn man fir das Modell C,
wo die Nachfrage identifiziert ist, annimmt z, =dxy, (lineare Abhangigkeit, Fall der offenen
Kollinearitét). Man erhdlt dann namlich die reduzierte Form mit den beiden Gleichungen

- 911

b12 - b22 - gzzd ’

die sich reduzieren zu nur einer Gleichung, namlich g, =-p,; - pP,b,, (also der gleichen
Gleichung, die man bei Unteridentifikation erhdt, siehe oben), als die einzige Bestimmungs-
gleichung fur b, und g,, .

_ D0, +9.0,d _ 6 (b2, + 9,0) un

d p,, =
b12 - b22 - gzzd b12 - bzz - gzzd 2

P11

Wie man hieran deht, kann eine lineare Beziehung zwischen b, und g, , die durch
unendlich viele Wertetupel befriedigt werden kann (d.h. Unteridentifikation von b,, und g, ),
durch Kollinearitét von y, und z, (wobei y,, =0) entsteher?™.

Anhang
1. Beispid flr zwei beobachtungsaquivalente Strukturen eines Modélls:

Modell y, +b,y, +g,z=u,

Y, +0,Y, +0,2=U,

Mit den beiden folgenden Strukturen wird das Modell gleichermal3en spezifiziert:

Struktur 1y, - 2 = u, und 22=u, uddamit B,=& % g =5
ruktur 1 y,- 2y,- z=u, und y, +y, - 2z=u, und damit 1_& 1u’Gl‘e 2L(,zur
u € 40
weiteren Konkretisierung sei angenommen, dass T = 4 Beobachtungen beztiglich

N . . él 1 -1 -1y
der Storgrof3en vorliegen: U = a g-
& -2 2 -2

?2 bej Variableny und z als standardisierte Variablen; Summation tibert =1, 2, ..., T.

%3 &5 gilt das dort Gesagte, siehe oben.

* vavanis, aa0., S. 99f.

% Weitere Interpretationen vgl. Valvanis aa.O. (mit Hilfe der Gestalt der Likelihood-Funktion). Danach sind
Unteridentifikation und Multikollinearitét nur zwel Erscheinungsformen des glei chen statistischen Problems, der
"Konfluenz". In beiden Féllen, Unteridentifikation und Kollinearitét liegt ein Mangel an unabhangiger Variation
der Variablen des Modellsvor.
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4 2 9 g -1y & 4/3u
Struktur 2 - -—z=w, und vy, +— —zZ=w, somit B, = , =a ,
Yi- Y, 3 1 Y1 yz 5 gl 2/5"" g_ Q/SH
/3 0 0 -4/
&t 3 also wieder T =4.

konkrete Werte fir w: W' = g
/5 -7/5 7/5 - 9/5H

Es lohnt sich die im folgenden vorgefiihrten Berechnungen selbst durchzufiihren und nachzu-
prufen. Man kann dann leicht erkennen, dass die beiden Strukturen in der Tat zu den gleichen
Beobachtungen fUhren. Man erh@lt ndmlich die gleiche reduzierte Form und auch die gleichen
bedingten gemeinsamen V erteilungen f(y,,y,%2). Berechnungen fir

0y 1/3  2/3)
Struktur 1: S, —EUU—el E B‘l—e E ?,=-B;'G = &/3 E,sodassman
& af & 1/3 w3l €/34
die folgende redu2| erte Form erhdlt
=3,:10 42, =1, 1.+%,
Y1 3473 T3 Y2 34 33
/13 -1 1 -5/
Man sieht ferner leicht, dass giltU =B;'U’ _® 35 nd S, —BfSu(Bll) =
/3 -11 -w3l

él.7/9 7/90
__7 9 5 /gu fur die Varianz-Kovarianzmatrix der Storgrof3en der reduzierten Form. Es ist
e

nun leicht zusehen, welche Werte man fir die bedingte (bei gegebenem z) Vertellung von y;
und y, erhdt mit unseren angenommenen vier Werten fir die Stérgrofen:

U, Uy y1=(5/3)z + Yo = (1/3)z + Wahrscheinlichkeit
w=1 wp=2 5/3 1/3 1/4

h=1 w= -2 -1 -1 14
W=1w=2 +1 +1 14
W=1w=-2 -5/3 -1/3 1/4

Die reduzierte Formist Y =?,Z" + U’ und es ist interessant zu sehen, dass man fiir Struktur

2 genau die gleiche Form erhdlt und insbesondere ? ,=?, ist und auch U auftritt, so dass
man die gleichen "Daten” (das gleiche Streuungsdiagramm) erhélt.

19 6/5¢ 2/7 5IT¢ /34
Struktur 2 S, =2ww=§ 4 B=g U 2, =BG, =5 =2
T &/5 13/5H € 5/7 5/74 ~&y3d
und damit
52 5 1.5 5
yl—§Z+7W1+7Wz yz—gz'—Wﬁ W,
Fernerist W =- B,'W' = U, so dassauch gilt

Y =?227+U =22 +W

so dass keine Mdoglichkeit existiert um von dieser einen reduzierten Form auf zwei ver-

_ _ 8 -2, 8 -1y
schiedene Strukturen zu schlieRen, etwa auf Bl_gl_ gL 2/5U
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2. DieMatrix P kg in den Modellen des Abschn. 2.1 (Marktmodelle)

Modell Nachfage (Gleichung 1) Angebot (Gleichung 2)
B K-k=0,sodass ?_, , leerist; Rang R _€-b,g, g, U
(K=1) |0<g1asonicht identifizierbar Ko Ty -b, by-b,i
. ? e = é' b12g22 - Op B *) ? zg' bzzgn 01 8 *)
(K = 2) e 3322 - b12 b22 - b120 g 227 b12 b22 B blZG
K-k=31=2>gl=1, Matrix P ist jetzt
D wieim Modell C é- b4, 9, U
_ N _p U
(K=3) Pz bo Do by (wie man leicht sieht

é- b22913 3 U

gbzz - b12 b22 - blZH

ist die Determinante dieser Matrix 0, so dass
der Rang 1 (< K-K) ist und die Angebots-
funktion Uberidentifiziert ist.

* Rang = 1, also exakt identifiziert.

3. Wetere Bemerkungen zur "Haavelmo Bias': die Demondtration der Zusammenhange am
Beispiel interdependenter Modelle nach Art von Abschn. 2.1 (Marktmodelle), in dem auch
auf die "simultaneous equation bias' hingewiesen wurde sollte nicht zu dem Fehlschlul3 ver-
leiten, dass dieses Schétzproblem (bei Interdependenz) und das Identifikationsproblem das
gleiche Problem seier®. Es mag deshab niitzlich sein, noch eéinmal kurz auf das von Haavel-
mo aufgeworfene Problem einzugehert”.
Gegeben sei das (alerdings unter identifizierte) Model |
(1) Y=aX+e
(2) X=hY +e
oder ein Marktmodell mit p = bgtu (Nachfrage) und p = lrg+v (Angebot), was &quivalent
ist, wenn p =y, q =X by =aund b, = 1/b. Gl. 1 und 2 aufgel6st nach den endogenen
Variablen ergibt
(1a) Y = aez—+el und (Za) X :M
1- ab 1-ab

Daraus erhdlt man folgende Varianzen und Kovarianzen (wenn s?=V(e), s,, =C(ee,),
und E(e ) =0,i=1, 2)

V(X) =(b’s? +2bs,, +s2)/(1- ab)’

V(Y)=(a’s; +2as,, +s7)/(1- ab)*

C(XY) =[as2 +bs? +(1+ab)s ,]/(1- ab)?.

%6 Beim I dentifikationsproblem geht es nicht um ein Schatzproblem. Im Falle der Unteridentifikation eines Mo-
dells kann man mit keinem Trick die Parameter schétzen und bei Uberidentifikation hat man eine Wahl zwischen
verschiedenen mdglichen Schéatzungen der gleichen Parameter.

" Wir demonstrieren es allerdings nicht mit einem makroskonomischen Modell (Konsumfunktion und einer
Funktion mit von DC abhéngigen Investionen) und Stérgrofien x und y sondern mit einem Marktmodell.

28 Wir sehen davon ab, dass man fiir die Zufallsvariable e; und e, eigentlich grofe Buchstaben verwenden sollte,
also E; und E,. Das gilt natirlich auch in anderen Zusammenhéngen fir die StérgrofRen u und v. Die Symbole u
und v sind Schreibweisen, die sich jedoch einmal in dieser Art eingebtirgert haben.
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Man sieht sofort, dass die OLS Shétzer fur aund b von Gl. 1 und 2 in der Regel nicht tber-
einstimmen mit a und b, es sai denn man macht spezielle Annahmen bezliglich der Varianzen

der Storgrofien und deren Kovarianz s,,. Man erhdt namlich

(3a) a=C(XY)/V(X) und

(3b) b=C(XY)/V(Y).

Selbst s,, = 0 bedeutet nicht, dass

) a=(as; +bs))/(b’s] +s3)

gleich aist. Setzt man a=a so erhdlt man die Bedingung ab = 1 was gleich bedeutend ist mit
ry =1. Der "single equation approach” (OLYS) liefert also nur in einem sehr speziellen Fall

unverzerrte Schatzwerte fir a (und, analog zu zeigen, fur b).

Zur Begrindung kann man auch wie folgt vorgehen. Multipliziert man Gl. 1 mit X oder Gl.
2amit e; und bildet man Erwartungswerte, so erhdt man mit

bs?+s,,
1- ab

einen Ausdruck, der im allgemeinen® Oist essei denn s?=s,, =0. Dasgleiche gilt fiir

(58) E(Xe,)=

asg + S12

1-ab
was ebenfalls von Null verschieden ist, essei denn s, =s2 =0. Das Verschwinden einer
Varianz (etwa s? =0)wird ublicherweise so interpretiert: man kann eine Funktion (etwa die
Nachfragekurve) schétzen, wenn diese konstant ist ((sf =s? :O) und die beobachteten
Punkte des Streuungsdiagramms alein durch Verschiebungen der anderen Funktionen (der

Angebotskurve, so dass s >0) zustande gekommen sind. Dass die Storgroie g bzw. e, vom

Regressor X bzw. Y nicht unabhéngig ist bewirkt, dass die Schdtzung jeder einzelnen
Gleichung mit der gewohnlichen Methode der kleinsten Quadrate (OLS) nicht zul&ssig ist.

Die Schétzung von a mit & (Gl. 3a) bzw. b mit b (Gl. 3b) ist damit nicht unverzerrt. Denn
aus Gl. 3aund Gl. 5afolgt
(b512 +312)(1' ab) — E(Xel)
—a+—1
b’s? +2bs,, +s> V(X)

(Bb)  E(Ye,)=

E(@) =a+

was deutlich zeigt, dass die Ursache der "Haavelmo Bias' in E(Xe;)* O zu sehen ist. Ent-
sprechend erhét man

E(h) =b+ EVV%).

V(Y)
Man beachte, dass zwar a und b nicht erwartungstreu geschatzt werden wohl aber der
bedingte Erwartungswert mit E(Y|X =x) =y =ax und E(X|y) =X =by denn esgilt E(xe,)
= XE(e,) =x>0=0 und entsprechend E(ye,) =0
Das folgende Modell ist leicht erkennbar exakt identifiziert und gleichwohl wirde bei OLS
der Haavelmo Bias entsteher?

29 Auch hier kénnte es vielleicht besser sein die Storgrée U statt u zu nennen.
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(6) C=a+by +u
(7) Y=C+I.
o . : - C(CY) . . -
die isolierte Schétzung von Gl. 6 mit OLS, aso b, :W ist i. d. R. positiv verzerrt
E(by.)>b, sowie & negativ verzerrt ist. Die reduzierte Form ist in diesem Modell
=2 4 b | + ! u=a+bl+u*
1-b 1-b 1-Db
a 1

Y =

+ |+ u=a+g+u*
1-b 1-b 1-b
Man erkennt, dass man b schétzen kann mit b=b/g und auch fir a enen und nur enen
Schétzwert erhdt, so dass das Modell exakt identifiziert ist. AulRerdem sient man leicht, dass
E(Yu) :1—1bV(U) :ﬁsuz 1 0 ist, so dass man nicht einfach a und b mit einer isolierten
Schétzung von Gl. 6 bestimmen sollte, denn

2
a-bs, g
S,“+s,
wobei wegen 0 < b <1 (bist jadie marginae Konsumquote) der Bias offenbar positiv ist (B >
0).Die Schdtzung von b aus der reduzierten Form (also mit der indirekten Methode der
kleinsten Quadrate, (ILS), d. h.

(8) BOLS =b+

-~ _b_c@

9 = =—___ -

( ) ILS g C(YI)
ist dagegen unverzerrt (unbiased).

Man beachte, dass wegen Gl. 7 notwendig gilt C(Y1)=C(Cl)+V(l), so dass auch stets gilt
¢- b =1 (nicht nur g- 6:1).

Wendet man | als Instrumentalvariable in Gl. 6 an, so erhdlt man den gleichen Schéatzwert b
wie bei ILS, danamlich C(lu) =0, was Ubrigens auch der Grund ist fur die Erwartungstreue

des Schétzens der Gl. 9, also E(b, ) = b.

4. Schatzmethoden und directional least squares(DLYS)
Man kann den ILS Schétzer nicht nur mit der Methode der Instrumentalvariablen
interpretieren, sondern auch als Anwendung von directional least squares (DLS).

Bel der gewohnlichen Methode der kleinsten Quadrate minimiert man senkrechte Absténde
(u; in Abb. 1), bei der orthogonalen Regression lotrechte (Lot auf die gesuchte Regressions-

gerade) Abstande p und bei DLS die Abstande d, (mit 45° Linien wie in Abb. 1) die mit y
wie folgt zusammenhangen

p = 1“/_—2bui da 1/+/2 =sin(45°) , bei der Quadrierung gilt dann § p2 =28 (U))?

wobei u; die StorgroRe in der reduzierten Form ist.
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Ubersicht 3
| dentifikation und Schétzmethode* : Das Modell ist

- v

gerade (exakt) identifiziert Uberidentifiziert unteridentifiziert:

IL S-Schétzung wenn keine Re- Schéatzmethoden mit dem Prinzip gfg;;ﬁgﬁ%;ﬁ?ﬁe

striktionen der reduzierten Form

Maximum Likelihood (ML) Prinzip Least Squares (LS) Prinzip

aso mit Annahmen Uber die Vertei- d.h. ohne Annahmen Uber
lung der Paramter die Verteilung der Paramter

— T

Full information Maximum Limited information 2sL S, two-stage Least

Likelihood (FIML) LIML (=LISE)** Squares von H. Theil®

*  Nur die wichtigsten Schatzmethoden sind erwéhnt. Full information method = mit Berticksichtigung aller
der reduzierten Form auferlegten (fir sie geltenden) identifizierenden Restriktionen und Festlegungen

**  [imited information single equation method von Anderson und Rubin

Abbildung 1: Unterschiedliche Arten, die Summe quadrierter Abstande zu minimieren

Lotrecht Directional
Senkrecht (orthogonal) least squares

%0 Zu einer Interpretation dieser Methode mit der Pfadanalyse vgl. Vorlesung "Multivariate Analyse" im Haupt-
studium Statistik.



