Konzentration und Disparitit

Begleitende Unterlagen zur Ubung Deskriptive Statistik

Michael Westermann

Universitit Essen

Inhaltsverzeichnis

6 Konzentrations- und Disparitédtsmessung . . . . . . . . . ... oL oL 2
6.1 Begriff und Einleitung . . . . . . . ... Lo 2
6.2 Messung der absoluten Konzentration . . . . . . ... .. ... ... . 0. 2
6.3 Messung der relativen Konzentration (Disparitdt) . . . . . . .. ... ... ... ... .. 3
6.4 Aufgaben zu Kapitel 6 . . . . . . . . . . L 5

Anmerkung: Bedingt durch den Streik der Studierenden konnte meine Ubung am 03. Juni 2002
nicht stattfinden bzw. wurde sie nach einer halben Stunde abgebrochen. Hiermit stelle ich den
Inhalt, welcher in dieser Veranstaltung behandelt worden wire, zur selbstéindigen Nachbereitung
zur Verfiigung.



6 Konzentrations- und Disparitidtsmessung
6.1 Begriff und Finleitung

Mit Hilfe der Konzentrations- bzw. Disparititsmessung lassen sich Ballungserscheinungen auf-
spiiren und darstellen. Es geht dabei vornehmlich um die Darstellung, wie ein Merkmal bzw. die
Merkmalssumme auf die einzelnen Merkmalstrager verteilt ist und nicht lediglich um die Verteilung
des Merkmals selbst. Dabei sind zwei Extremsituationen zu unterscheiden:

1. Von Gleichverteilung spricht man, wenn jeder Merkmalstréger den gleichen Merkmalsbetrag
auf sich vereint. (~ egalitire Verteilung)

2. Von vollkommener Ungleichheit spricht man, wenn ein Merkmalstréger die gesamte Merkmals-
summe auf sich vereint und die anderen Merkmalstriager weisen einen Merkmalsbetrag von null
auf.

Wir unterscheiden zwei Arten von Konzentration:

absolute Konzentration: bezieht die Anteile an der Merkmalssumme auf die Anzahl der Merk-
malstriger. Starke Konzentration liegt dann vor, wenn eine kleine
Anzahl Merkmalstrager einen groflen Anteil der Merkmalssumme auf
sich vereint.

relative Konzentration:  (~ Disparitit) bezieht die Anteile an der Merkmalssumme hingegen
auf den Anteil der Merkmalstrédger. Eine hohe Disparitét liegt dann
vor, wenn ein kleiner Anteil der Merkmalstréiger einen hohen Anteil
an der Merkmalssumme auf sich vereint.

6.2 Messung der absoluten Konzentration

Ordnung der n Beobachtungen des Merkmals X nach abnehmender Grofie
Tp 2 Tp1 >+ 2 Ta > X1,

Die Merkmalssumme betrigt Y., z; = 27:1 xz;n; = nZ. Der auf den i-ten Merkmalstréger
entfallende Anteil ¢; an der Merkmalssumme betréigt

n
Li .
q; = , mit g = 1.

Herfindahl-Indexr Der Herfindahl-Index Ky ist definiert als die Summe der quadrierten Anteils-
werte g;:

n
1
KH:ZQ?, mltESKHgl
i=1

Er weist eine praktische Eigenschaft auf, da er namlich tiber die Varianz und das arithmetische Mit-
tel berechnet werden kann. Da diese beiden Mafizahlen fiir die meisten Datensétze immer berechnet
werden, liefern diese beiden Parameter gleichzeitig auch Informationen iiber die Konzentration der
Daten. Es gilt

n

2
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Rosenbluth—Index Der Rosenbluth—Index ist definiert als

—1
- 1 1
Kr=1(2 ig -1 = it — < Kgr<1.

Beispiel 1 Fiir fiinf Tageszeitungen werden folgende Marktanteile festgestellt:

Zeitung | A B c D FE
Marktanteil | 0,15 0,10 025 0,20 0,30

Zur Berechnung der beiden Indizes erstellt man folgende Arbeitstabelle, in der die Marktanteile
nach absteigender Grofle geordnet worden sind:

Qi q; iq;
030 0,0900 03
025 00625 05
0,20 0,0400 0,6
0,15 00225 06
0,10 00100 0,5
1,00 0,2250 2,5

Mcnu;wwus-

Der Herfindahl-Index betrigt Ky = 0,225 und fiir den Rosenbluth-Index erhélt man Ky =
1

—=0,25. O
(2-25) -1

6.3 Messung der relativen Konzentration (Disparitit)

Relative Konzentration setzt Anteile der Merkmalssumme zu Anteilen der Merkmalstréiger in Be-
ziehung zueinander. Der Datensatz wird in aufsteigender Grofle der Merkmals X geordnet. Die
geordneten Beobachtungen x1 < zo < --- <z, werden in Anteile an der Merkmalssumme

Ly

qi = le

iiberfiihrt.

i
Qi=) g
j=1

stellt somit den kumulierten Anteil der i Merkmalstriger mit den kleinsten Merkmalssummen-
anteilen dar. Der Anteil der Merkmalstriger, welche eine Merkmalsauspragung x; repréisentieren,
betragt

und der kumulierte Anteil der Merkmalstriager betragt demnach

H;, = E h; bzw. bei Einzelbeobachtungen H; = i.
n
Jj=1
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Die Lorenzkurve Die graphische Darstellung dieser Verhiltnisse erfolgt durch die Lorenzkurve.
Zu dieser gelangt man, wenn man die Zahlenpaare (H;, @);) in ein kartesisches Koordinatensystem
mit H; an der Abszisse und @); an der Ordinate iibertréigt und die so entstandenen Punkte linear
verbindet. Dabei wird im Ursprung begonnen und im Punkt (1,1) geendet. Bei Vorliegen einer
Héufigkeitsverteilung erhdlt man die gj—Werte bzw. h;—Werte durch

T,
§ = =m—2t— bzw. hj = —.
Zj:l Ting n
Wenn die Daten als klassierte Daten vorliegen, miissen zur Ermittlung von q; bzw. @ die Klas-
senmitten herangezogen werden, also

MENg
Gh==—":
> myng

Es existieren folgende Extremfille der Lorenzkurve:

1. Bei egalitédrer Verteilung ist die Lorenzkurve eine Gerade mit der Steigung 45°. Die Lorenzkurve
ist dann identisch mit der Gleichverteilungsgeraden.

2. Bei vollkommener Disparitdt verlauft die Lorenzkurve bis zur Stelle "Tfl auf der Abszisse und
von da an zum Punkt P(1,1).

Beispiel 2 Man hat in einer Region an 50 landwirtschaftlichen Betrieben die in der Tabelle auf-
gefiithrte Grofle der landwirtschaftlichen Nutzfliche beobachtet. Um die Lorenzkurvenwerte — und
spiter den Gini-Koeffizienten — zu bestimmen, fertigt man die folgende Arbeitstabelle an:

Fliche (in ha) Nk hy Hy, T TEpng qk Q (Hk_l + Hk)gk
[ 1523)

0-5 21 0,42 042 || 2,5 52,5 0,033 0,0533 0,0224
5—10 9 0,18 0,60 || 7,5 67,5 0,0685 0,1218 0,0699

10 — 20 9 0,18 0,78 15 135,0 0,1371 0,2589 0,1891

20 — 50 8 0,16 0,94 35  280,0 0,2843 0,5432 0,4889

50 — 250 3 006 1,00 150 4500 04569 1,00 0,863

Z n =50 1 985 1 1,6566

Die Lorenzkurve hat dann folgendes Gestalt:

7 J

5 R S '

01218 [y _
00830 [ :

(0;0) 0,42 0,6 0,78 0,941 H

v

Zur Interpretation:

Auf die 42% kleinsten Betriebe entfallen 5,3% der Gesamtfléiche.



Konzentration und Disparitat

Auf die 60% Kkleinsten Betriebe entfallen 12,18% der Gesamtflache.
Auf die 78% kleinsten Betriebe entfallen 25,89% der Gesamtfliche ...
Auf die 22% grofiten Betriebe entfallen 74,11% der Gesamtfliche.
Der Gini-Koeffizient betrigt

D¢ = [Z(Hi + H;1)qi| —1=1,6566 — 1 = 0,6566. H

Der Gini-Koeffizient Der Gini-Koeffizient dient zur numerischen Bestimmung der Disparitét. Er
ist ein Flachenmaf} und setzt die Flache zwischen der Lorenzkurve und der Gleichverteilungsgeraden
(F) ins Verhiltnis zur Dreiecksfliche unter der Gleichverteilungsgeraden. Diese Flidche betrigt 1/2,
daher bestimmt sich der Gini-Koeffizient als

F
Dg = —— =2F,
G 1/2 ;

d.h. er ist das zweifache der Flidche F' zwischen Lorenzkurve und Gleichverteilungsgeraden. Konkret
wird der Gini-Koeffiziente folgendermaflen errechnet:
— bei Einzelbeobachtungen

n

2i—n—1
pe-y 2o,

i=1
— bei klassierten Daten

Dg=1- [Z(Ql + Qifl>hz} = [Z(Hz + Hi-1)gi| — 1
Bei egalitdrer Verteilung ist die Flidche gleich Null und bei vollkommener Disparitdt ist sie am

grofiten, so dass gilt: 0 < Dg <1 — %

Die Steigung der Lorenzkurve ist definiert als

4qi
Si:_:

hi

Q|8

6.4 Aufgaben zu Kapitel 6

Ubung 17 (~ Aufgabe 6.7)

In einem Betrieb mit 20 Arbeitnehmern gibt es nur Zank und Krach, weil es drei Lohngruppen L1,
Lo und L3 mit sehr unterschiedlichen Lohnen gibt: L1 < Lo < Ls. Der Durchschnittslohn betrégt
900 DM. Von der Lorenzkurve seien zwei Punkte bekannt:

Punkt | H(z) Q(x)
A 04 02
B 08 06

a) Man bestimme die drei Lohne Ly, Ly und Ls.

b) Man bestimme den Variationskoeffizient V' der Lohne.

¢) Man bestimme das Disparitidtsmafl D¢ von Gini fiir die obigen Daten (Punkte A und B).

d) Angenommen vom Punkt B sei nur die Koordinate H bekannt (H = 0,8), aber nicht der Q-
Wert. Bestimmen Sie den Punkt B und D¢ so, dafl die Voraussetzungen der Lorenzkurve nicht
verletzt werden und die Disparitit maximal wird.
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Losung 17

Bekannt ist, dal gilt Ly < Lo < Lj3. Weiterhin ist die Hohe des Durchschnittslohnes bekannt,
namlich

L = Lihy + Lohs + Lshs = 900.

Fiir die Steigung der Lorenzkurve gilt:

i L; . =
S; = 4 _ und somit L; =s; - L.
h; L
Arbeitstabelle:
Punkt | Gruppe | H;, Q; hi q | s || (Hi+Hi—1)g
A Ly 04 0,2 04 02105 0,08
B Lo 08 06 04 0410 0,48
C L3 1 1 0,2 04120 0,72
S 11 1,28

a) Die Lohngruppen lauten:

Li =151-900=0,5-900 = 450
Ly =55-900=1,0-900 = 900
L3 =53-900=2,0-900 = 1800

b) Der Variationskoeffizient ist definiert als
s
V = —.
z

Der Mittelwert betrégt £ = 900. Somit errechnet sich die Varianz als
5% = (450 — 900)20, 4 + (900 — 900)20, 4 + (1800 — 900)20, 2 = 243.000DM?

Die Standardabweichung ist dann s = 492,95DM und somit betrdgt der Variationskoeffizient
s 492,95

Z = ’ = 4

z 900 0, 5477

¢) Der Gini-Koeffizient betrigt:

Do = [Z(H i Hi,l)qz} —1=1,28—1=0,28.

Lorenzkurve:
Q

1

A

0,60

0,20

v

(0;0) 0,40 0,60 i H
d) entfallt!!!
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Ubung 18 (~ Aufgabe 6.10)

Gegeben sei die folgende Einkommensverteilung;:

Einkommensklasse | Anzahl d. Personen
0 — 1000 100
1000 — 2000 50
2000 — 3000 30
3000 und mehr 20

In jeder Einkommensklasse betriagt das Gesamteinkommen 80.000 DM.

a) Berechnen (tabellarische Darstellung) und zeichnen Sie die Lorenzkurve. Berechnen Sie aufer-
dem die Steigung der Lorenzkurve fiir jede der 4 Klassen.

b) Berechnen Sie den Gini-Koeffizienten.

¢) Ermitteln Sie den Anteil der 25% reichsten Einkommensbezieher am Gesamteinkommen.

d) Welche der nachfolgenden Aussagen trifft zu (mehrere richtige Antworten méglich)?
Die Lorenzkurve kann die Gleichverteilungsgerade (GVG)

Nicht schneiden
Nicht tangieren

Schneiden

Tangieren

Loésung 18

Insgesamt wurden n = 200 Personen untersucht. Das Gesamteinkommen (die Merkmalssumme)
betrégt 4 - 80.000 = 320.000 DM, da in jeder der vier Einkommensklassen ein Gesamteinkommen
von 80.000DM erzielt wird.

@

S = .
hy

Arbeitstabelle:
Einkommen | np  hy  Hp  zpng a  Qr Sk (Hy, + Hp—1)q
0 - 1000 100 05 05 80000 025 025]| 05 0,125
1000 - 2000 50 0,25 0,75 80000 0,25 0,5 1,0 0,3125
2000 - 3000 30 0,15 0,9 80000 0,25 0,75 | 1,6667 0,4125
> 3000 20 01 1 80000 025 1 2.5 0,475
> 200 1 320000 1 1,325
a) Lorenzkurve
Q.
1:1
L PSP SR UUR ( )
075 | S
050 |
025 [
(0:0) 0,50 075 090 1 TH

Die Steigung der Lorenzkurve ist definiert als



Konzentration und Disparitat

b) Der Gini-Koeffizient fiir die obige Einkommensverteilung betrigt
Dgz[2}Hg+Hmﬂ%}—1:L3%—1:O£%.

¢) Der Anteil der 25% reichsten Einkommensbezieher am Gesamteinkommen betriagt 50% .
d) Die Lorenzkurve kann die Gleichverteilungsgerade (GG) nicht schneiden und nicht tangieren.

Ubung 19 (~ Aufgabe 6.14)

Gegeben seien drei Einkommensklassen F1 < Fy < E3 und ein Durchschnittseinkommen in Héhe
von 2000 DM. Es gelte hy = 0,5, hs = 0,4 und hg = 0,1 und fiir die Steigungen s der Lorenzkurve
s1 = 0,4, s5 = 0,75 und s3 = 5. Man bestimme die Einkommen F;, E> und F3!

Losung 19
Arbeitstabelle:
Einkommen hl Hz q; Ql S (Hz + Hi—l)qi
Eq 05 05 02 02| 04 0,10
Es 04 09 03 050,75 0,42
E3 0,1 1 0,5 1 5 0,95
> 1 1 1,47

Die Losung ist dhnlich der in Aufgabe 17. Es ist bekannt, daf gilt 1 < Es < FEs. Das Durch-
schnittseinkommens betréagt

E = E1hy + Eshs + E3hs = 2000.

Mit Hilfe der bekannten Steigungen kann man zur Bestimmung der Einkommen sowie der Anteile
am Gesamteinkommen folgende Beziehung ausnutzen:

N _
Si:%:fz = F,=s,F = qi:sihi
Daraus ergeben folgende Lohnhthen und Anteile am Gesamteinkommen:
E; =5, - E = 0,40 - 2000 = 800 g1 =51 -h1 =0,40-0,5=0,20
Ey =sy-E =0,75-2000 = 1500 G2 = S2-hy=0,75-0,4=0,30
E3 = s3-E =5-2000 = 10000 qs =s3-h3=5-0,1=0,50

Man erhélt einen Gini-Koeffizienten in Hohe von

DGz[E}H}+HFQ%]71:1A771:OAT



