Peter von der Lippe: Download zur Vorlesung Wirtschaftsstatistik (Kapitel Bestandsanalyse) 1

Prof. Dr. Peter von der Lippe

Der folgende Text ist eine Uberarbeitete Fassung von Kap. 12 der Formel- und Aufgaben-
sammlung zur Deskriptiven Statistik, erscheinen bei Oldenbourg (ahnlich, wenngleich aus-
fuhrlicher auch Kap. 12 meines Buches " Deskriptiven Statistik" in der (roten) UTB-Relhe.
Er gliedert sich in die folgenden drel Abschnitte

1. Bestands- und Bewegungsmassen
2. Kennzahlen der Dynamik eines Bestands
3. Stationére Bevolkerung und Tafelrechnung

Kapitel 12: Bestandsanalyse und Tafelrechnung

1. Bestands- und Bewegungsmassen

Def. 12.1: (Bestandsmasse, Bewegungsmasse, Verweildauer)

a) Eine statistische Masse, deren Einheiten (i=1,2,...,n) jeweils gemeinsam zu einem bestimmten
Zeitpunkt t; in einem Bestand (Uber eine nicht naher bestimmte Dauer) verweilen, heifdt Be-
standsmasse (engl. stock).

Der Umfang der Bestandsmasse zum Zeitpunkt t; heil3t Bestand B(t;) = B;. Er ist zu jedem Zeit-
punkt t = t; durch die Bestandsfunktion B(t) gegeben. Die Zeit kann als diskrete (t = to,
t1,...5j,...,tm) Oder stetige Variable betrachtet werden.

b) Eine statistische Masse, deren Einheiten dadurch charakterisiert sind, dal3 sie zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt ihren Zustand éndern (was ein "Ereignis' darstellt), heil3t Bewegungsmasse
(Ereignismasse, Stromgrofde, engl. flow). Der Umfang einer Bewegungsmasse ist die Anzahl
derartiger Ereignisse in einem gegebenen Zeitraum (Zeitintervall). Zustandsanderung kann ins-
besondere bedeuten: Zugang zu oder Abgang von einer Bestandsmasse.

¢) Jede Einheit einer Bewegungsmasse (i=1,2,...,n) ist durch Zugangszeit (tz) und Abgangszeit (tai)
gekennzeichnet. Der Zeitraum zwischen Zu- und Abgangszeit d; = t; - tz heil3t Verwelldauer.

M ethoden der Erhebung von Bestands- und Bewegungsmassen:

1. Feststellung der Bewegungen (Bewegungsmassen)

a) durch individualisierte Erhebung aller Verlaufe, d.h. fir jede Einheit werden Zugangs- und
Abgangszeit festgestellt (= L &ngsschnittsanalyse oder Verlaufsanalyse);

b) laufende Registrierung aller Bestandsveranderungen und Auswertung der Uber ein Beobach-
tungsintervall (von t, bist;) kumulierten Zugange (Zo1) und Abgange (Aoy), d. h. der Brutto-
strome.

c) Feststellung der Bestandsver anderungen (d.h. der Salden- oder Nettostrome Zoi-Ao).

2. Feststellung der Bestande (Bestandsmassen)
a) durch periodische I nventuren (Z&hlen oder M essen)

b) durch Fortschreibung fur das Intervall [to,t]:
(121) Bj=Bo+Zg-Ag (=0,1,..,m)

In Gl. 12.1 ist Bo der Anfangsbestand, Bg; der Bestand zum Zeitpunkt toj, Zg die Anzahl der
Zugange und Ag; die Anzahl der Abgange im Beobachtungsintervall [to, t1].
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¢) Bei Kenntnis samtlicher individueller Verlaufe (wiein 1a), aso bel Langsschnittdaten, ist der
Bestand zu jedem beliebigen Zeitpunkt bekannt.

Unter Querschnittsanalysen verstent man die Kombination 1b + 2a und unter Langs-
schnittsanalysen die Kombination 1a + 2c.

Becker sches Diagramm, Bestandsfunktion und Zeitmengenflache

1. Beckersches Diagramm:

Eine graphische Darstellung der individuellen Verlaufe ist das Beckersche Diagramm (Abb.
12.1 fir das Beispiel 12.1)*

2. Bestandsfunktion:
Esist leicht zu sehen, wie aus dem Beckerschen Diagramm (oberer Teil von Abb. 12.1) die Be-

standsfunktion B(t) (t stetig) herzuleiten ist. Mit jedem Zugang (Abgang) einer Einheit erhdht
(verringert) sich die Bestandsfunktion um 1.

Abb. 2.1 Beckersches Diagramm und Bestandsfunktion (Bsp.)

3. Zeitmengenfl&che:
Die schraffierte Flache unter der Bestands-
funktion heif3t Zeitmengenflache F, oder genauer
Fom Wenn die Flache "Uber" dem Intervall [to,tm)
betrachtet wird. E

Zahlenbeispiel D <

Zeitpunkt

Zugang

Abgang

0930

1000

09™

10%

1030

1230

1045

1115

m O|O|®m|>

11%°

12%

Def. 12.3: (offene-, geschlossene M asse)

B(t)

i
13 t

13 t

Eine Bestandsmasse heil3t geschlossen bezliglich des Zeitintervalls [to,ty], wenn keine ihrer Einhel-
ten vor tp zugegangen ist und nach t, abgeht (endguiltig aus dem Bestand ausscheidet).
Esgilt folglich (speziell bei einer [beidseaitig] geschlossenen Masse)
1. B(O)=B(m)=0
2. Zom = Aom (alle Zugange gehen auch wieder ab)
3.  Fom = Sd; (Zeitmengenflache = Verweilsumme)
Eine Masse, die nicht beidseitig geschlossen ist, heildt offene Masse. Man kann auch halbseitig und

Lvgl. Original des Textes (Lehrbuch im Oldenbourg Verlag), bzw. Demonstrationsbeispiel der Vorlesung.
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beidseitig offene Massen unterscheiden.

2. Kennzahlen der Dynamik eines Bestands
1. Ubersicht
Ubers. 12.1: Kennzahlen zur Beschreibung der Bestandsentwicklung

Zeitmengenflache Fon, (Personenstunden)

Zeitdimension [horizontal] Anzahldimension (Bestand) [vertikal]

Division durch die Anzahl No* (Bilanz- Division durch die Lange m des Intervalls
summe, Anzahl der Ein- und Austritts-falle) von to bisty,

liefert die/den

durchschnittliche Verweildauer Dur chschnittsbestand

d (Stunden) B (Personen)
| |

U = Umschlagshaufigkeit

dimensionslos, weil Verhaltnis von zwei Zeitintervallen mund d
bzw. von zwei Anzahlen Nom, und B

*) Die Anzahl N = N, ist eine Anzahl von Féllen, nicht notwendig gleich der Anzahl n von Personen (Ein-
heiten) die ein- und ausgetreten (zu- und abgegangen) sind.

2.1 Kennzahlen bai Kenntnisder individudlen Verlaufe (L ahgsschnittsdaten)

Def. 12.4: (Durch- |Def. 12.5: (durchschnittliche Verwell- Def. 12.5: (Umschlags-
schnittsbestand) dauer haufigkeit)
(123) B= o __ad (12.5) u="1
: m (12.9) d= B und d
_ F _N,
(124a) d= lilm bei geschlossenen Massen (12.59) U= B

* folgt unmittelbar aus Gl. 12.3 und 12.4

2.2 Kennzahlen be einer offenen M asse

Fir die Definition des Durchschnittsbestands gilt weiterhin Gl. 12.3, die auch zur Berechnung von
B herangezogen werden kann. Es ist aber nicht mehr von Sd; = For, auszugehen. Vielmehr ist Fon
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zu korrigieren um die Zeiten, welche die

= B, Einheiten des Anfangsbestands vor to bereits dem Bestand angehort hatten und die Zeiten
welche die

= B, Einheiten des Endbestands nach dem Ende des Beobachtungsintervalls, also nach t,, dem
Bestand noch angehtren werden.

In diesem Sinne spricht man von Aufbauzeiten und Abbauzeiten und es ist davon auszugehen, dal3
flr die Zeiten vor t, und nach t;,, keine Daten vorliegen, so dal3 die Auf- und Abbauzeiten nur ge-
schétzt werden konnen. Die Verwellsumme ist unter diesen Voraussetzungen zu schdtzen mit

Gl.12.6. Hierin ist By, bzw. B, der Anfangs-, bzw. der Endbestand; d, ist die mittlere Auf-bauzeit

[d.h. die mittlere Verweildauer der B, Einheiten vor t,] und d_ die mittlere Ab-bauzeit [mittlere

restliche Verbleibdauer nach t,, im Bestand]. Fir die durchschnittliche Verweildauer gilt dann GlI.
12.8, woraus dann unter bestimmten weiteren Voraussetzungen Gl. 12.11 und 12.12 folgen:

Geschétzte Verweilsumme Gom durchschnittliche V erweildauer
(durch Erganzungen zur Zeitmengenfléche F(or)
(126) G,,=B.d, +F,_ +B,d, (128)  d=Ggyn/Nom

2.3 Kennzahlen bel Quer schnittsdaten

2.3.1. Ubersicht

Ubersicht 12.2: Schatzprobleme bei den Kennzahlen

5 i Zeitmengenflache For und | Verweil summe Sd; und damit
aen/Masse | gamit Schitzung des Schatzung der durchschnitt-
Durchschnittsbestands lichen Verweildauer

1. Langsschnitt | Fom kein Problem, daBe- | &) Sd; identisch mit For
a) geschlossen standsfunktion B(t) fir

- b) Sd; aus Fon zu schatzen mit
b) offen jedest bekannt Gl 126
2. Querschnitts- | zu schétzen mit Gl. 12.10, | Ubergang von Fom zu Gom Wie
daten da B(t) nur zu bestimmten | im Fall 1b, Annahmen tber

Zeitpunkten bekanntist | Auf- und Abbauzeiten nétig

2.3.2. Zeitmengenflache und Durchschnittsbestand

Wenn die Bestandsanderungen ausschliefdlich genau zu den Beobachtungszeitpunkten
(=1,2,...,m) stattfinden, dann ist die Zeitmengenflache gegeben durch GI. 12.9. :

Sind die Beobachtungszeitpunkte t; (mitj = 1,2,...,m) quidistant, so dal3 t-t;.; = 1 (fur alle j) und
tm-to = M, so gilt Gl. 12.10, woraus dann B mit Gl. 12.3 zu errechnen ist:

m

[¢}
(1290 Fn=a B,-.l(t,-- t,-.l) (12.10) F -1lg 48 +..4B, +1p
i om 2 o 1 m-1 2

2.3.3. Durchschnittliche Verwelldauer und Umschlagshaufigkeit

Esist analog zu Gl. 12.6 vorzugehen, d.h. Gy, ist die geeignete Schéatzung von Sd;. Es sind jetzt
Annahmen Uber die mittlere Aufbau- (d,) und Abbauzeit (dm,) nétig. dblich ist die Annahme

d, =dd und d,, =(1- d)d mit 0<d<1
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Eingesetzt in (12.6) liefert das Gl. 12.11 und fir die sehr verbreitete Annahme d = %2 die sehr
bekannte Formel von Gl. 12.12:

Geschétzte durchschnittliche Verweildauer | Spezielle Annahme d = Y2 fiir die
bei offener Masse durchschnittliche Auf- und Abbauzeit
_ F _ 2mB
12.11) d= on 12.12 d=————
( ) dzom + (1- d)Aom ( ) Zom +A om

3. Stationére Bevdlkerung und Tafelrechnung

Def. 12.7: (Kohorte, Abgangsordnung, stationére Bevolkerung)

a) Eine Zugangskohorte oder einfach Kohorte ist die Gesamtheit der gleichzeitig (zum gleichen
Zeitpunkt t;, bzw. im gleichen Intervall geringer Lange [t-1,5]) zugehenden Einheiten. Der Um-
fang dieser Masse, d.h. die Anzahl der zugehenden Einheiten ist .

b) Die Abgangsordnung I« (wobei x = 0, 1,..., w das Alter, d.h. die Anzahl der vollendeten Jahre
ist) ist die Anzahl der Uberlebenden des Alters x. Es ist der Restbestand einer Geburtskohorte
des Umfangs |, nach Vollendung von x Jahren.

c) Bei einer stationéren Bevolkerung (Sterbetafelbevdlkerung) wird jede Kohorte (jeder Geburts-
jahrgang) in jedem aufeinanderfolgenden Intervall (in alen folgenden Jahren) durch eine

gleich grof3e Kohorte (so dal3 Zj.1; = |, fur alej)
mit gleicher Abgangsordnung (d.h. gleicher " Struktur™ ersetzt

so dald I nicht von j sondern nur von x abhangig ist. Es wird im Modell von Wachstum und
Strukturveranderung abstrahiert.

d) Bel einer stabilen Bevolkerung wird jede Kohorte durch eine | —fache Kohorte ersetzt, so dal3
gilt: Zoy =lo, Z12=115Z23=1 2I0 ... (also weiter keine Strukturverénderung aber esist Wachstum
in der einfachsten Form [mit konstanter Wachstumsrate | —1] zugelassen).

Def. 12.8 (Tafelfunktionen qx, px, Ix, Lx):

a) Die einjahrige Sterbewahrscheinlichkeit gy der x-jahrigen ist die (bedingte) Wahrscheinlichkeit
dafr, dafl3 eine Person, die das Alter von x erreicht hat, das Alter von x+1 nicht mehr erreichen
wird (mit x = 0,1,...,w fur das Alter in vollendeten Jahren).

b) Die einjahrige Uber lebenswahr scheinlichkeit py ist demzufolge px = 1 - ax; px ist €ine bedingte
Wahrscheinlichkeit.

c) Samtliche Sterbetafelfunktionen sind allein Funktionen des Alters x und sie sind mit der Folge
der Sterbewahrscheinlichkeiten g« und dem willkirlich gewahlten Anfangsbestand (Geburten) |,
eindeutig gegeben:

= die Absterbeordnung Iy ist ausgehend von einem fiktiven Anfangsbestand von |, = 100.000
Personen rekursiv zu berechnen mit

(1218) |x+1=|xpx:|x(1_ qx)
= Entsprechend ist die Anzahl dy der im Altersintervall (x,x+1) gestorbenen Personen
(12.19) d =lq,=I-1,730.

d) Mit Ly wird die Anzahl der von alen Uberlebenden x-jahrigen Personen bis zum Alter x+1
durchlebten Jahre (die Anzahl der im Intervall (x,x+1) verlebten Personenjahre) bezeichnet.
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(12.20) L =%(|X +1).

X

Man kann die Grofde Ly als Zeitmengenflache interpretieren und auch als Mittelwert von |y
Personen, die noch 1 Jahr leben werden und dy = I, + l,+1 Personen, die noch 1/2 Jahr leben werden,

denn (1 - Tyar) + Dar = 3 (I +1ien) -

Def. 12.9: (Tafelfunktionen Ty, &)

a) Die Tafelfunktion Ty, die Zahl der von den Uberlebenden des Alters x noch zu durchlebenden
Jahre ist die Summe der Grofden Ly, Lx+1, Lx+2,e.esLw-

g
(12.24) T.=al, XE£yEw.
y=X
(12.25) T.=al, =T, +xl,
y=Xx

Die GroRen Ty und T, sind Verweilsummen; Makeinheit: " Personenjahre”.

b)  Dividiert man Ty bzw. T, durch die Anzahl der Uberlebenden des Alters x, also durch Iy, so

erhalt man mit
T T \
(12.26) e ==l 1 o1
1, 2 2

die (mittlere, durchschnittliche weitere) Lebenserwartung einer x-jdhrigen Person (spricht
man von "der" Lebenserwartung, so ist e, gemeint).

Beispiel einer Klausuraufgabe [Rechenaufgabe nicht Multiple ChoiceAufgabe]

15 | o7 | 04 |
a) Bei einer Sterbetafelbevolkerung gelte flrdie einjahrige Sterbewahrscheinlichkeit von Frauen
QY=
X 100- x

(x = Alter = Anzahl der vollendeten Lebengahre, x = 0,1,...99)
Aus der Gestalt der Abgangsordnung ergibt sich, dai hier der folgende Spezialfall einer
Abgangsordnung vorliegt:

Dabei ist die Anzahl der jedes Jahr (im Alter x =0, 1, ...) gestorbenen Frauen d, =

b) bel welcher der beiden Absterbeordnungen ist die Lebenserwartung grof3er?

Absterbeordnung 1 Absterbeordnung 2
x=0 lx=1p=50 x=0 lo =100
x=1 I, =40 x=1 [, =60
X=2 =30 X=2 =40
x=3 l3=0 X=3 l3=0

und wie grol3ist e, in den beiden Fallen?




